UNTERSUCHUNGEN DER ARITHMETIK
ABSCHNITT I
ÜBER

KONGRUENTE ZAHLEN ALLGEMEIN

1. Teilt eine Zahl a die Differenz der Zahlen b, c, so werden b und c kongruent zu a genannt, falls nicht, heißen sie inkongruent; bei a selbst sprechen wir vom Modulus. Und beide der Zahlen, b und c, sind, im Falle, dass sie kongruent sind, auch restgleich. Sind sie inkongruent, sprechen wir von nicht restgleich.

Diese Gedanken über Zahlen führen zu dem Schluss, dass sie positiv oder negativ
 sein mögen, nicht aber zu Brüchen ausgeweitet werden dürfen. Zum Beispiel: -9 und +16 sind kongruent modulo 5, -7 ist der Rest von +15 modulo -11, es bleibt allerdings kein Rest bei +15 modulo 3. Des Weiteren teilt jede Zahl Null, daher sind alle Zahlen kongruent zu sich selbst, gleich welcher Modulus. 
2. Bei einer gegebenen Zahl a sind alle Restzahlen modulo m erfasst in der Formel a+km; k ist eine beliebige Ganzzahl. 

Nachfolgend werden wir dieses Symbol ≡ für die Kongruenz von Zahlen verwenden. Den Modulus setzen wir, falls notwendig, in runde Klammern, z. B. -16≡9 (mod. 5), -7≡15 (mod. 11)
.
3. THEOREM: Gegeben sind m aufeinanderfolgenden Ganzzahlen, a, a+1, a+2 …a+m-1, außerdem die ganze Zahl A. Von jenen Ganzzahlen wird exakt eine kongruent zu A modulo m sein.

Wenn nämlich (a-A)/m eine Ganzzahl ist, dann ist a≡A; wenn es sich um einen Bruch handelt, ist die nächst größerer Ganzzahl=k (oder, wenn es eine negative Zahl ist, die nächst kleinere Zahl; das Vorzeichen wird nicht beachtet). A+km fällt zwischen a und a+m und ist die gesuchte Zahl. Offensichtlich liegen alle Quotienten (a-A)/m, (a+1-A)/m, (a+2-A)/m, etc. zwischen k-1 und k+1, also kann nur einer von ihnen eine ganze Zahl sein.
4. Daher wird jede Zahl in der Reihe 0, 1, 2, …m-1 und 0, -1, -2, …-(m-1) einen Rest haben. Wir werden diese die kleinsten Reste nennen und es ist offensichtlich, dass, wenn 0 kein Rest ist, sie immer in Paaren auftreten, einer positiv, der andere negativ. Sind sie ungleich in der Größe, wird einer <m/2; ansonsten ist jeder ungeachtet des Vorzeichens =m/2. Folglich hat jede Zahl einen Rest, der nicht größer als der Modulus ist. Er soll der absolut kleinste Rest heißen.

Zum Beispiel ergibt sich bezüglich modulus 5 für -13 2 als kleinster positiver Rest. Er ist auch der absolut kleinste Rest, wohingegen -3 der kleinste negative Rest ist. Bezüglich modulus 7 ist +5 sein eigener kleinster positiver Rest; -2 ist der kleinste negative Rest und der absolut kleinste.

5. Nachdem wir diese Ideen eingeführt haben, werden wir auch die Eigenschaften, die daraus folgen, einführen.

Zahlen, die kongruent zu einem zusammengesetzten Modulus sind, sind ebenfalls kongruent zu einem beliebigen Divisor des Modulus.

Sind viele Zahlen kongruent zu der gleichen Zahl zum gleichen Modulus, so sind sie auch kongruent zu einander (bezüglich des gleichen Modulus).

Diese Eigenschaft der Moduli wird im Folgenden verständlich.

Kongruente Zahlen haben den gleichen kleinsten Rest; nicht kongruente Zahlen haben unterschiedliche kleinste Reste.

6. Gegeben sind die Zahlen A, B, C, etc. und andere Zahlen a, b, c, etc. Sie sind kongruent zu einander bezüglich eines beliebigen Modulus, das heißt:
A≡a, B≡b, etc., dann A+B+C+etc. ≡ a+b+c+etc.
7. Wenn A≡a, dann ist auch kA≡ka

Ist k eine positive Zahl, dann handelt es sich dabei nur um einen besonderen Fall des vorhergehenden Artikels (Art. 6), also A=B=C etc., a=b=c etc. Ist k negativ, ist –k positiv. Daher gilt -kA≡-ka und weiters kA≡ka.
Ist A≡a, B≡b dann ist AB≡ab, weil AB≡Ab≡ab.

8. Gegeben sind irgendwelche beliebigen Zahlen A, B, C, etc. und andere Zahlen a, b, c, etc., die kongruent zu ihnen sind; das heißt, ABC etc. ≡ abc etc.
Vom vorhergehenden Artikel  gilt AB≡ab und aus demselben Grund ABC≡abc und eine beliebige Anzahl an Faktoren kann nebeneinander liegen.
Sind alle Zahlen A, B, C, etc. und die übereinstimmenden a, b, c, etc als gleich angenommen, gilt das Theorem: Wenn A≡a und k eine positive Ganzzahl ist, so ist Ak≡ak.

9. X sei eine algebraische Funktion mit unbestimmten x der Gestalt

Axa+Bxb+Cxc+etc.

A, B, C, etc. sind beliebige Ganzzahlen, a, b, c, etc. sind nichtnegative Ganzzahlen. Wenn für x Werte gegeben sind, die kongruent zu einem Modulus sind, so sind die entstehenden Werte der Funktion X ebenfalls kongruent.
f, g seien kongruente Werte von x. Dann gilt vom vorhergehenden Artikel fa≡ga und Afa≡Aga, und gleichermaßen Bfb≡Bgb etc. Daher gilt

Afa+Bfb+Cfc+etc. ≡Aga+Bgb+Cgc+etc. Q.E.D.

Es ist einfach zu verstehen, wie dieses Theorem zu Funktionen vieler unbestimmter Variablen ausgeweitet werden kann.

10. Wenn alle Ganzzahlen fortlaufend für x eingesetzt werden, und die übereinstimmenden Werte der Funktion X auf die kleinsten Reste reduziert werden, bilden sie eine Folge, in der nach einem Intervall von m Termen (m steht für modulus) die gleichen Terme wiederkehren; das heißt, die Folge wird von einer Periode von m Termen gebildet, die unendlich oft wiederholt wird. Z.B. sei X=x3-8x+6 und m=5; und für x=0, 1, 2, 3, etc. werden die Werte von X diese kleinsten Reste ausgeben: 1, 4, 3, 4, 3, 1, 4, etc. Hierbei werden die ersten fünf Zahlen 1, 4, 3, 4, 3 unendlich oft wiederholt; wird die Folge in umgekehrter Bedeutung fortgesetzt, das heißt, wenn man x negative Werte gibt, tritt dieselbe Periode mit anderen Vorzeichen auf. Daraus folgt, dass keine anderen Terme in der ganzen Folge auftauchen, außer denen, die die Periode bilden.
11. In diesem Beispiel kann X weder ≡0, noch ≡2 (mod 5) werden und nach wie vor weder =0 noch =2. Daher kann die Gleichung x3-8x+6=0 und x3-8x+4=0 nicht mit ganzen Zahlen gelöst werden und infolgedessen, wie wir wissen, nicht mit rationalen Zahlen. Angenommen X ist eine Funktion mit unbekanntem x der Gestalt
xn+Axn-1+Bxn-2+etc.+N

A, B, C sind Ganzzahlen, n ist eine positive Ganzzahl (es ist klar, dass alle algebraischen Gleichungen auf diese Gestalt reduziert werden können). Im Allgemeinen ist klar, dass es in der Gleichung X=0 keine rationale Wurzel gibt, es sei denn die Kongruenz von X≡0 kann einem beliebigen Modulus gerecht werden.
Aber diese Auslassung wird ausführlicher in Abschnitt VIII diskutiert. Aus jenem Beispiel kann eine kleine Ahnung gewonnen werden, wie nützlich diese Erhebungen sind.

12. Viele Dinge, die gewöhnlich in arithmetischen Abhandlungen gelehrt werden, beruhen auf den Theoremen, die in diesem Abschnitt dargelegt werden, z. B. Regeln um zu entscheiden, ob gegebene Zahlen durch 9, 11, oder beliebige andere teilbar sind. Bezüglich modulus 9 sind alle Potenzen der Zahl 10  kongruent zu 1;  wenn die Zahlen die Gestalt a+10b+100c+etc. haben, so wird sie bezüglich modulus 9 den gleichen kleinsten Rest haben wie a+b+c+etc. Daher ist klar, dass wenn die einzelnen Stellen einer Zahl, notiert im Zehnersystem addiert werden ohne Rücksichtnahme auf die Position der Ziffer, so werden die Summe und die gegebene Zahl den gleichen kleinsten Rest haben.; und daher kann der letztere von 9 geteilt werden, wenn der vorhergehende kann und vice versa. Das gleiche gilt für den Teiler 3. Und weil bezüglich modulus 11, 100≡1, gilt allgemein 102k≡1, 102k+1≡10≡-1, und eine Zahl der Gestalt a+10b+100c+etc. wird den gleichen kleinsten Rest bezüglich modulus 11 haben wie a-b+c etc. Aus diesem ist sofort die bekannte Regel abzuleiten. Und mit dem gleichen Prinzip können wir mühelos alle ähnlichen Regeln herleiten.
Aus dem vorhergehenden Beweis können wir auch die darunterliegenden Gesetzmäßigkeiten erforschen, die jene Regeln bestimmen, welche gewöhnlich verwendet werden um arithmetische Operationen zu verifizieren. Besonders, wenn von einer gegebenen Zahl andere durch Addition, Subtraktion, Multiplikation, oder steigend auf Potenzen, hergeleitet werden, setzen wir den kleinsten Rest anstelle der gegebenen Zahl bezüglich eines beliebigen Modulus (normalerweise nehmen wir 9 oder 11, weil in unserem Dezimalsystem die Reste leicht zu finden sind). Die entstehenden Zahlen müssen, wie wir bald sehen werden, kongruent zu den von den gegebenen Zahlen abgeleiteten sein, andernfalls befindet sich ein Fehler in der Rechnung.
Aber diese und ähnliche Ergebnisse sind gut bekannt, es wäre überflüssig, auf jene näher einzugehen.
� Der Modulus muss offensichtlich absolut angenommen werden, das heißt, ohne jegliche Vorzeichen.


� Wir nehmen dieses Symbol wegen der großen Ähnlichkeit, die zwischen Äquivalenz und Kongruenz besteht, an. Aus diesem Grund hat auch Legendre, aus dessen Abhandlung wir noch oft Gelegenheit haben werden zu zitieren, das gleiche Zeichen für Äquivalenz und Kongruenz verwendet. Wir haben eine Unterscheidung getroffen, um Unklarheiten zu vermeiden.





