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PRAEFATIO

Disquisitiones in hoc opere contentae ad eam Matheseos partem pertinent, quae circa numeros integros versatur, fractis plerumque, surdis semper exclusis. Analysis indeterminata quam vocant seu Diphantaea, quae ex infinitis solutionibus problemati indeterminato satisfacientibus eas seligere docet, quae per numeros integros aut saltem rationales absoluuntur (plerumque ea quoque conditione adiecta vt sint positui) non est illa disciplina ipsa, sed potius pars eius valde specialis, ad eamque ita fere se habet vt ars aequationes reducendi et soluendi (Algebra) ad vniuersam Analysin. Nimirum quemadmodum ad Analyseos ditionem referuntur omnes quae circa quantitatum affectiones generales institui possunt disquisitiones: ita numeri integri (fractique quatenus per integros determinantur) obiectum proprium ARITHMETICAE constituunt. Sed quum ea, quae Arithmetices nomine vulgo traduntur, vix vltra artem numerandi et calculandi (i. e. numeros per signa idonea e. g. secundum systema decadium exhibendi, operationesque arithmeticas perficiendi) extendantur, adiectis nonnullis quae vel ad Arithmeticam omnino non pertinent (vt doctrina de logarithmis) vel saltem numeris integris non sunt propria sed ad omnes quantitates patent: e re esse videtur, duas Arithmeticae partes distinguere, illaque ad Arithmeticam elementarem referre, omnes autem disquisitiones generales de numerorum ingrorum affectionibus propriis Arithmeticae Sublimiori de qua sola hic sermo erit, vindicare.
Pertinent ad Arithmeticam Sublimiorem ea, quae Euclides in Elementis L. VII sqq. elegantia et rigore apud veteres consuetis tradidit: attamen ad prima initia huius scientiae limitantur. Diophanti opus celebre, quod totum problematis indeterminatis dicatum est, multas quaestiones continet, quae propter difficultatem suam artificiorumque subtilitatem de auctoris ingenio et acumine existimationem haud mediocrem suscitant praesertim si subsidiorum quibus illi vti licuit tenuitatem consideres. At quum haec problemata dexteritatem quandam potius scitamque tractationem, quam principia profundiora postulent, praetereaque nimis specialia sint raroque ad conclusiones generaliores deducant: hic liber ideo magis epocham in historia Matheseos constituere videtur, quod prima artis characteristicae et Algebrae vestigia sistit, quam quod Artithmeticam Sublimiorem inuentis nouis auxerit. Longe plurima recentioribus debentur, inter quos pauci quidem sed immortalis gloriae viri P. DE FERMAT, L. EVLER, L. LA GRANGE, A. M. LE GENDRE (vt paucos alios praeteream) introitum ad penetralia huius diuinae scientiae aperuerunt, quantisque diutiis abundent patefecerunt. Quaenam vero inucenta a singulis his geometris profecta sint, hic enarrare supersedeo, quum e praefationibus Additamentorum quibus ill. La Grange Euleri Algebram ditauit operisque mox memorandi ab ill. Le Gendre nuper editi cognosci possint, insuperque pleraque locis suis in his Disquisitiones Arithmeticis laudentur.
Propositum huius operis, ad quod edendum iam annos abhinc quinque publice fidem dederam, id fuit, vt disquisitiones ex Arithmetica Sublimiori, quas partim ante id tempus partim postea institui, diuulgarem. Ne quis vero miretur scientiam hic a primis propemodum initiis repetitam, multasque disquisitiones hic denuo resumtas esse, quibus alii operam suam iam natuarunt, monendum esse duxi, me, quum primum initio a. 1795 huic disquisitionum generi animum applicaui, omnium quae quidem a recentioribus in hac arena elaborata fuerint ignarum, omniumque subsidiorum per quae de his quidpiam comperire potuissem expertem fuisse. Scilicet in alio forte labore tunc occupatus, casu incidi in eximiam quandam veritatem arithmeticam (fuit autem ni fallor theorem art. 108), quam quum et per se pulcherrimam aestimarem et cum maioribus connexam esse suspicarer, summa qua potui contentione in id incubui, vt principia quibus inniteretur perspicerem, demonstrationemque rigorosam nanciscerer. Quod postquam tandem ex voto successisset, illecebris harum quaestionum ita fui implicatus, vt eas deserere non potuerim; quo pacto, dum alia semper ad alia viam sternebant, ea quae in quatuor primis Sectionibus huius operis traduntur ad maximam partem absoluta erant, antequam de aliorum geometrarum laboribus similibus quidquam vidissem. Dein copia mihi facta, horum summorum ingeniorum scripta euoluendi, maiorem quidem partem meditationum mearum rebus dudum transactis impensam esse agnoui: sed eo alacrior, illorum vestigiis insistens, Arithmeticam vlterius excolere studui; ita variae disquisitiones institutae sunt, quarum partem Sectiones V, VI et VII tradunt. Postquam interiecto tempore consilium de fructibus vigiliarum in publicum edendis cepi: eo lubentius, quod plures optabant, mihi persuaderi passus sum, ne quid vel ex illis inuestigationibus prioribus supprimerem, quod tum temporis liber non habebatur, ex quo aliorum geometrarum labores de his rebus, in Academiarum Commentariis sparsi, edisci potuissent; quod multae ex illis omnino nouae et pleraque per methodos nouas tractatae erant; denique quod omnes tum inter se tum cum disquisitionibus posterioribus tam arcto nexu cohaerebant, vt ne noua quidem satis commode explicari possent, nisi reliquis ab initio repetitis.
Prodiit interea opus egregium viri iam antea de Arithmetica Sublimiori magnopere meriti, Le Gendre Essai d’ une theorie des nombres, Paris a. VI, in quo non modo omnia quae hactenus in hac scientia elaborata sunt diligenter collegit et in ordinem redegit, sed permulta insuper noua de suo adiecit. Quum hic liber serius ad manum mihi peruenerit, postquam maxima operis pars typis iam exscripta esset; nullibi, vbi rerum analogia occasionem dare potuisset, eius mentionem iniicere licuit; de paucis tantummodo locis quaedam obseruationes in Additamentis adiungere necessarium videbantur, quas vir humanissimus et candidissimus benigne vt spero interpretabitur.
Inter impressionem huius operis, quae pluries interrupta variisque impedimentis vsque in quartum annum protracta est, non modo eas inuestigationes, quas quidem iam antea susceperam, sed quarum promulgationem in aliud tempus differre constitueram, ne liber nimis magnus euaderet, vlterius continaui, sed plures etiam alias nouas aggressus sum. Plures quoque, quas ex eadem ratione leuiter tantum attigi, quum tractatio vberior minus necessaria videretur (e. g. eae quae in artt. 37, 82 sqq. aliisque locis traduntur), postea resumtae sunt, disquisitionibusque generalioribus quae luce perdignae videntur locum dederunt (Conf. etiam quae in Additamentis de art. 306 dicuntur). Denique quum liber praesertim propter amplitudinem Sect. V in longe maius quam exspectaueram volumen excresceret, plura quae ab initio ei destinata erant, interque ea totam Sectionem octauam (quae passim iam in hoc volumine commemoratur, atque tractationem generalem de congruentiis algebraicis cuiusuis gradus continent) resecare oportuit. Haec omnia, quae volumen huic aequale facile explebunt, publici iuris fient, quamprimum occasio aderit.

Quod, in pluribus quaestionibus difficilibus, demonstrationibus syntheticis vsus sum, analysinque per quam erutae sunt supressi, imprimis breuitatis studio tribuendum est, cui quantum fieri poterat consulere oportebat. 
Theoria diusionis circuli, siue polygonorum regularium, quae in Sect. VII tractatur, ipsa quidem per se ad Arithmeticam non pertinet, attamen eius principia vnice ex Arithmetica Sublimiori petenda sunt:quod forsan geometris tam inexspectatum erit, quantum veritates nouas, quas ex hoc fonte haurire licuit, ipsis gratas fore spero.

Haec sunt, de quibus lectorem praemonere volui. De rebus ipsis non meum est iudicare. Nihil equidem magis opto, quam vt iis, quibus scientiarum incrementa cordi sunt, placeant, quae vel hactenus desiderata explent, vel aditum ad noua aperiunt.
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Tabulae.

DISQVISITIONES ARITHMETICAE

SECTIO PRIMA
DE

NVMERORVM CONGRVENTIA IN GENERE

1. Si numerus a numerorum h, c, differentiam metitur, b et c secundum a congrui dicuntur, sin minus, incongrui: ipsum a modulum appellamus. Vterque numerorum b, c, priori in casu alterius residuum, in posteriori vero nonresiduum vocatur. 


Hae notiones de omnibus numeris ingris tam posituis quam negatiuis
 valent, neque vero ad fractos sunt extendae. E. g. -9 et +16 secundum modulum 11 residuum, secundum modulum 3 vero nonresiduum. Ceterum quoniam cifram numerus quisque metitur, omnis numerus tamquam sibi ipsi congruus secundum modulum quemcunque est spectandus.
2. Omnia numeri dati a residua secundum modulum m sub formula a+km comprehenduntur, designante k numerum integrum indeterminatum. Propositionum quas post trademus faciliores nullo negotio hinc demonstrari possunt: sed istarum quidem veritatem aeque facile quiuis intuendo poterit perpicere.


Numerorum congruentiam hoc signo, ≡, in posterum denotabimus, modulum vbi opus erit in clausulis adiungentes, -16≡9 (mod. 5), -7≡ 15 (mod. 11)
.
3. THEOR. Propositis m numeris integris successsiuis, a, a+1, a+2.....a+m-1, alioque A, illorum aliquis huic secundum modulum m congruus erit, et quidem unicus tantum.

Si enim (A-a)/m integer, erit a≡A, sin fractus, sit integer proxime maior, (aut quando est negatiuus, proxime minor, si ad signum non respiciatur) =k, cadetque A+km inter a et a+m, quare erit numerus quaesitus. Et manifestum est omnes quotientes (a-A)/m, (a+1-A)/m, (a+2-A)/m etc. inter k-1 et k+1 sitos esse; quare plures quam vnus integri esse nequeunt.
4. Quisque igitur numerus residuum habebit tum in hac serie, 0, 1, 2, ... m-1, tum in hac , 0, -1, -2, ... –(m-1) quae in residua minima dicemus, patetque, nisi 0 fuerit residuum, bina semper dari, posituum alterum negatiuum. Quae si magnitudine sunt inaequalia, alterum erit < m/2, sin secus vtrumque = m/2, signi repectu non habito. Vnde patet, quemuis numerum residuum habere moduli semissem non superans quod absolute minimum vocabitur.


E. g. -13 secundum modulum 5, habet residuum minimum positiuum 2, quod simul est absolute minimum, -3 vero residuum minimum negatiuum; +5 secundum modulum 7 sui ipsius est residuum minimum posituum, -2 negatiuum, simulque absolute minimum.

5. His notionibus stabilitis eas numerorum congruorum proprietates quae prima fronte se offerunt colligamus.

Qui numeri secundum modulum compositum sunt congrui, etiam secundum quemuis eius diuisorem congrui.
Si plures numeri eidem numero secundum eundem modulum sunt congrui, inter se erunt congrui. (secundum eundem modulum).

Haec modulorum identitas etiam in sequentibus est sub intelligenda.

Numeri congrui residua minima habent eadem, incongrui diuersa.

6. Si habentur quotcunque numeri A, B, C, etc. totidemque alii a, b, c, etc. illis secundum modulum quemcunque congrui, A≡a, B≡b, etc. erit A+B+C+ etc. ≡ a+b+c+ etc.

Si A≡a, B≡b erit A-B ≡ a-b

7. Si A≡a, erit quoque kA≡ka.
Si k numerus positiuus, hoc est tantummodo casus particularis propos. art. praec., ponendo ibi A=B=C etc., a=b=c etc. Si k negatiuus, erit –k positiuus, adeoque –kA≡ -ka vnde kA≡ka.
Si A≡a, B≡b, erit Ab≡ab. Namque Ab≡ab≡ba.

8. Si habentur quotcunque numeri A, B, C, etc. totidemque alii a, b, c, etc. his congrui, A≡a, B≡b etc. producta ex utrisque erunt congrua, ABC etc. ≡ abc etc.

Ex artic. praec. Ab≡ab, et ob eandem rationem ABC≡abc; eodemque modo quotcunque alii factores accedere possunt.

Si omnes numeri A, B, C, etc. aequales assumtur, nec non respondetes a, b, c, etc. habetur hoc theorema: Si A≡a et k integer positiuus, erit Ak≡ak.

9. Sit X functio algebraica indeterminatae x, huius formae, Axa+Bxb+Cxc+etc. designantibus A, B, C, etc. numeros integros quoscunque; a, b, c, etc. vero integros non negatiuos. Tum si indeterminatae x valores secundum modulum quemcunque congrui tribuuntur, valores functionis X inde prodeuntes congrui erunt.
Sint f, g, valores congrui ipsius x. Tum ex art. praec. fa≡ga et Afa≡Aga eodemque modo Bfb≡Bgb etc. Hinc Afa+Bfb+Cfc+etc. ≡Aga+Bgb+Cbc+etc. Q.E.D.

Ceterum facile intelligitur, quomodo hoc theorema ad functiones plurium indeterminatarum extendi possit.

10. Quodsi igitur pro x omnes numeri integri consecutiui substituuntur, valoresque functionis X ad residua minima reducuntur, haec seriem constituent, in qua post interuallum m terminorum (designante m modulum) iidem termini iterum recurrunt; siue haec series ex periodo m terminorum infinities repetita, erit formata. Sit e. g. X=x3-8x+6 et m=5; tum pro x=0, 1, 2, 3, etc., vbi quina priora 1, 4, 3, 4, 3 in infinitum repetuntur; atque si series retro continuatur, i. e. ipsi x valores negatiui tribuuntur, eadem periodus ordine terminorum inuerso prodit: vnde manifestum est, terminos alios quam qui hanc periodum constituant in tota serie locum habere non posse.
11. In hoc igitur exemplo X neque≡0, neque≡2 (mod. 5) fieri potest, multoque minus = 0, aut = 2. Vnde sequitur, aequationes x3–8x+6=0, et x3-8x+4=0 per numeros integros et proin, vti notum est, per numeros rationales solui non posse. Generaliter perspicuum est, aequationem X=0, quando X functio incognitae x, huius formae, xn+Axn-1+Bxn-2+etc. +N; A, B, C, etc. integri, atque n integer positiuus, (ad quam formam omnes aequationes algebraicas reduci posse constat) radicem rationalem nullam habere, si congruentia X≡0 secundum vllum modulum satisfieri nequeat. Sed hoc criterium, quod hic sponte se nobis obtulit, in sect. VIII fusius pertractabitur. Poterit certe ex hoc specimine notiuncula qualiscunque de harum inuestigationum vtilitae efformari.
12. Theorematibus in hoc capite traditis complura quae in arithmeticis doceri solent innituntur, e. g. regulae ad explorandum diuisibilitatem numeri propositi per 9, 11, aut alios numeros. Secundum modulum 9 omnes numeri 10 potestates vnitati sunt congrueae: quare si numerus propositus habet formam a+10 b+100 c+etc., idem residuum minimum secundum modulum 9 dabit, quod a+b+c+etc. Hinc manifestum est, si figurae singulae numeri decadice expressi sine respectu loci quem occupant addantur, summam hanc numerumque propositum eadem residua minima praebere, adeoque hunc per 9 diuidi posse, si illa per 9 sit diuisibilis, et contra. Idem etiam de diuisore 3 tenendum. Quoniam secundum modulum 11, 100≡1 erit generaliter 102k≡1, 102k+1≡10≡-1, et numerus formae a+10 b+100 c+etc. secundum modulum 11 idem residuum minimum dabit quod a-b+c etc; vnde regula nota protinus deriuatur. Ex eodem principio omnia similia praecepta facile deducuntur.

Nec minus ex praecedentibus petenda est ratio regularum, quae  ad verificationem operationum arithmeticarum vulgo commendantur. Scilicet si ex numeris datis alii per additionem, subtractionem, multiplicationem aut elenationem ad potestates sunt deducendi: substiuuntur datorum loco residua ipsorum minima secundum modulum arbitrarium (vulgo 9 aut 11, quoniam in nostro systemate decadico secundum hos, vti modo ostendimus, residua tam facile possunt inueniri). Numeri hinc oriundi illis, qui ex numeris propositis deducti fuerunt, congrui esse debent; quod nisi eueniat, vitium in calculum irrepsisse concluditur.

Sed quum haec hisque similia abunde sint nota, diutius iis immorari superfluum foret. 

SECTIO SECVNDA
DE

CONGRVENTIS PRIMI GRADVS

13. THEOREMA. Productum e duobus numeris positiuis numero primo dato minoribus per hunc primum diuidi nequit.

Sit p primus, et a a positiuus <p: tum nullus numerus positiuus b ipso p minor dabitur, ita vt sit ab≡0 (mod. p).


Dem. Si quis neget, supponamus dari numeros b, c, d, etc. omnes <p, ita vt ab≡0; ac≡0; ad≡0 etc. (mod. p). Sit omnium minmus b, ita vt omnes numeri ipso b minores hac proprietate sint destitui. Manifesto erit b>1: si enim b=1, foret ab=a<p (hyp.), adeoque per p non diuisibilis. Quare p tamquam primus per b diuidi non poterit, sed inter duo ipsius b multipla proxima mb et (m+1) b cadet. Sit p-mb=b’, eritque b’ numerus positiuus et <b. Iam quia supposuimus, ab≡0 (mod. p), habebitur quoque mab≡0 (art. 7), et hinc, subtrahendo ab ap≡0, erit a (p-mb)=ab’≡0; i. e. b’ inter numeros b, c, d, etc. referendus, licet minimo eorum b’ sit minor. Q.E.A.

14. Si nec a nec b per numerum primum p diuidi potest: etiam producum ab per p diuidi non poterit.

Sint numerorum a, b, secundum modulum p residua minima positiua α,β quorum neutrum erit 0 (hyp.). Iam si esset ab≡0 (mod. p), foret quoque, propter ab≡αβ, αβ≡0, quod cum theoremate praec. consistere nequit.

Huius theorematis demonstratio iam ab Euclide tradita, El. VII. 32. Nos tamen omittere eam noluimus, tum quod recentiorum compluresseu ratiocinia vaga pro demonstratione venditauerunt, seu theorema omnino praeterierunt, tum quod indoles methodi hic adhibitae, qua infra ad multo reconditiora enodanda vtemur e casu simpliciori facilius deprehendi poterit.

15. Si nullus numerorum a, b, c, d, etc. per numerum primum p diuidi potest, etiam productum abcd etc. per p diuidi non poterit.

Secundum artic. praec. ab per p diuidi nequit; ergo etiam abc; hinc abcd, etc.

16. THEOREMA. Numerus compositus quicunque unico tantum modo in factores primos resolui potest.
Dem. Quemuis numerum compositum in factores primo resolui posse, ex elementis constat, sed pluribus modis diuersis fieri hoc non posse perperam plerumque supponitur tacite. Fingamus numerum compositum A, qui sit =aαbβcγ etc., designantibus a, b, c, etc. numeros primos inaequale, alio adhuc modo in factores primos esse resolubilem. Primo manifestum est, in secundum hoc factorum systema alios primos quam a, b, c, etc. ingredi non posse, quum quicunque alius primus numerum A ex his compositum metiri nequeat. Similiter etiam in secundo hoc factorum systemate nullus primorum a, b, c, etc. deesse potest, quippe qui alias ipsum A non metiretur (art. praec.). Quare hae binae in factores resolutiones in eo tantummodo differre possunt, quod in altera aliquis primus pluries quam in altera habeatur. Sit talis primus p, qui in altera resolutione m, in altera vero n vicibus occurat, sitque m>n: Iam deleatur ex utroque systemate factor p, n, vicibus remaneat, ex altero vero omnino abierit. I. e. numeri A/pn duae in factores resolutiones habentur, quarum altera a factore p prorsus libera, altera vero m-n vicibus eum continet, contra ea quae modo demonstrauimus.
17. Si itaque numerus compositus A est productum ex B, C, D etc., patet, inter factores primos numerorum B, C, D etc. alios esse non posse, quam qui etiam sint inter factores numeri A, et quemuis horum factorum toties in B, C, D coniunctim occurrere debere, quoties in A. Hinc colligitur criterium, vtrum numerus B alium A metiatur, necne. Illud eueniet, si B neque alios factores primos, neque vllum pluries inuoluit, quam A; quarum conditionum si aliqua deficit, B ipsum A non metietur. 


Facile hinc calculi combinationum auxilie deriuari potest, si A= aαbβcγ etc. designantibus vt supra a, b, c, etc. numeros primos diuersos: A habere (α+1)( β+1)(γ+1) etc. diuisiores diuersos, inclusis etiam 1 et A.
18. Si igitur A= aαbβcγ etc., K=kκlλmμ etc., atque primi a, b, c etc., k, l, m etc. omnes diuersi, patet A et K diuisorem communem praeter 1 non habere, siue inter se esse primos. 

Pluribus numeris A, B, C, etc. propositis maxima omnibus communis mensura ita determinantur. Resoluantur omnes in suos factores primos, atque ex his excerpantur ii, qui omnibus numeris A, B, C etc. sunt communes, (si tales non adsunt, nullus diuisor erit omnibus communis). Tum quoties quisque horum factorum primorum in singulis A, B, C etc. contineatur, siue quot dimensiones in singulis A, B, C quisque habeat, adnotetur. Tandem singulis factoribus primis tribuantur dimensiones omnium quas in A, B, C etc. habent minimae, componaturque productum ex iis, quod erit measura communis quaesita.


Quando vero numerorum A, B, C etc. minimus communis diuiduus desideratur, ita procendum. Colligantur omnes numeri primi, qui numerorum A, B, C etc. habet maxima, sicque ex omnibus productum confletur, quod erit diuiduus quaesitus.

Ex. Sit A=504=233²7; B=2880=26325; C=864=2533. Pro inueniendo diuisore communi maximo habentur factores primi 2, 3, quibus dimensiones 3, 2 tribuendi; vnde fiet =2332=72; diuiduus vero communis minimus erit 26335*7=60480.


Demonstrationem propter facilitatem omittimus. Ceterum quomodo haec problemata soluenda sint, quando numerorum A, B, C etc. in factores resolutio non detur, ex elementis notum.

19. Si numeri a, b, c, etc. ad alium k sunt primi, etiam productum ex illis ab abc etc. ad k primum est.

Quia enim nulli numerorum a, b, c etc. factor primus cum k est communis productumque abc etc. alios factores primos habere nequit, quam qui sunt factores alicuius numerorum a, b, c etc., productum abc etc. etiam cum k factorem primum communem non habebit. Quare ex art. praec. k ad abc etc. primos.


Si numeri a, b, c etc. inter se sunt primi, aliumque k singuli metiuntur: etiam productum ex illis numerum k metietur.


Hoc aeque facile ex artt. 17, 18 deruator. Sit enim quicunque producti abc etc. diuisor primus p, quem contineat π vicibus, manifestumque est, aliquem numerorum a, b, c etc. eundem hunc diuisorem π vicibus continere debere. Quare etiam k, quem hic numerus metitur, π vicibus diuisorem p continet. Similiter de reliquis producti abc etc. diuisoribus.

Hinc si duo numeri m, n secundum plures modulos inter se primos a, b, c etc. sunt congrui, etiam secundum productum ex his congrui erunt. Quum enim m-n per singulos a, b, c etc. sit diuisibilis, etiam per eorum productum diuidi poterit.


Denique si a ad b primus et ak per b diuisibilis, erit etiam k per b diuisibilis. Namque quoniam ak tam per a quam per b diuisibilis, etiam per ab diuidi poterit, i. e. ak/ab=k/b erit integer.

20. Quando A= aαbβcγ etc., designantibus a, b, c etc. numeros primos inaequales, est potestas aliqua, puta =kn: omnes exponentes α,β,γ etc. per n erunt diuisibiles.

Numerus enim k alios factores primos quam a, b, c etc. non inuoluit. Contineat factorem a, α’ vicibus, continebitque kn siue A hunc factorem nα’ vicibus; quare nα’=α, et α/n integer. Similiter β/n etc. integros esse demonstratur.

21. Quando a, b, c etc. sunt inter se primi, et productum abc etc. potestas aliqua, puta =kn: singuli numeri a, b, c, etc. similes potestates erunt.

Sit a=lλmμpπ etc., designantibus l, m, p etc. numeros primos diuersos, quorum nullus per hyp. est facter numerorum b, c etc. Quare productum abc etc. factorem l implicabit λ vicibus, factorem m vero μ vicibus etc.: hinc (art. praec.) λ, μ, π etc. per n diuisibiles adeoque n√ a=lλ/n mμ/n pπ/n etc. integer. Similiter de reliquis b, c etc.

Haec de numeris primis praemittenda erant; iam ad ea quae finem nobis propositum propius attinent conuertimur.

22. Si numeri a, b per alium k diuisibiles secundum modulum m ad k primum sunt congrui: a/k et b/k secundum eundem modulum congrui erunt.


Patet enim a-b per k diuisibilem fore, nec minus per m (hyp.); quare (art. 19) (a-b)/k per m diuisibilis erit, i. e. erit a/k≡b/k (mod. m).

Si autem reliquis manentibus m et k habent diuisorem communem maximum e, erit a/k≡b/k (mod. m/e). Namque k/e et m/e inter se primi. At a-b tam per k quam per m diuisibilis adeoque etiam (a-b)/e tam per k/e quam per m/e, hincque per km/ee i. e. (a-b)/k per m/e, siue a/k≡b/k (mod. m/e).
23. Si a ad m primus, et e, f numeri secundum modulum m incongrui: erunt etiam ae, af incongrui secundum m.

Hoc est tantum conuersio theor. art. praec.


Hinc vero manifestum est si a per omnes numeros integros a 0 vsque ad m-1 multiplicetur productaque secundum modulum m ad residua sua minima reducantur, haec omnia fore inaequalia. Et quum horum residuorum, quorum nullum >m, numerus sit m, totidemque dentur numeri a 0 usque ad m-1, patet, nullum horum numerorum inter illa residua deesse posse.

24. Expressio ax+b , denotantibus a, b numeros datos, x numerum indeterminatum seu variabilem, secundum modulum m, ad a primum, cuius numero dato congrua fieri potest.

Sit numerus cui congrua fieri debet, e, et residuum minimum positiuum ipsius c-b secundum modulum m, e. Ex art. praec. necessario datur valor ipsius x<m, talis, vt producti ax secundum modulum m residuum minimum fiat e; esto hic valor v, eritque av≡e≡c-b; vnde av+b≡c (mod. m) Q.E.F.
25. Expressionem duas quantitates congruas exhibentem ad instar aequationum, congruentiam vocamus; quae si incognitam implicat, resolui dicitur, quando pro hac valor inuenitur congruentiae satisfaciens (radix). Hinc porro intelligitur, quid sit congruentia resolubilis et congruentia irresolubilis. Tandem facile perspicitur similes distinctiones locum hic habere posse vti in aequationibus. Congruentiarum transcendentium intra exempla occurent; algebraica vero secundum dimensionem maximam incognitae in congruentias primi, secundi altiorumque graduum distribuuntur. Nec minus congruentiae plures proponi possunt plures incognitas inuoluentes, de quarum eliminatione disquirendum.

26. Congruentia itaque primi gradus, ax+b≡c ex art. 24 semper resolubilis, quando modulus ad a est primus. Quodsi vero v fuerit valor idoneus ipsius x, siue radix congruentiae, palam est, omnes numeros, ipsi v secundum congruentiae propositae modulum congruos, etiam radices fore (art. 9.) Neque minus facile perspicitur, omnes radices ipsi v congruos esse debere: si enim alia radix fuerit t, erit av+b≡at+b, vnde av≡at, et hinc v≡t (art. 22). Hinc colligitur congruentiam x+v (mod. m) exhibere resolutionem completam congruentiae ax+b≡c.

Quia resolutiones congruentiae per valores ipsius x congruos per se sunt obuiae, atque, hoc respectu, numeri congrui tamquam aequiualentes considerandi, tales congruentiae resolutiones pro vna eademque habebimus. Quamobrem quum nostra congruentia ax+b≡c alias resolutionem non admittat, pronunciabimus, vnico tantum modo eam esse resolubilem seu vnam tantum radicem habere. Ita e. g. congruentia 6x+5≡13 (mod. 11) alias radices non admitti, quam quae sunt ≡5 (mod. 11). Haud perinde res se habet in congruentiis primi gradus, vbi incognita per numerum est multiplicata, ad quem modulus non est primus.
27 Superest, vt de inuenienda resolutione ipsa congruentiae huiusmodi, quaedam adiiciamus. Primo obseruamus, congruentiam fomae ax+t≡u, cuius modulum ad a primum supponimus, ab hac, ax≡±1, pendere: si enim huic satisfacit x≡r, illi satisfaciet x≡±(u-t)r. At congruentiae ax≡±1, modulo per b designato, aequinalet aequatio indeterminata ax=by±1, quae quomodo sit soluenda hoc quidem tempore abunde est notum; quare nobis sufficiet, calculi algorithmum huc transscipsisse.

Si quantitates A, B, C, D, E etc. ita ab his α, β, γ, δ etc. pendent, vt habeatur a=α, B= βA+1, C= γB+A, D=δC+B, E=εD+C etc., beuitatis gratia ita eos designamus, A=[α]; B=[α, β]; C=[α, β, γ] D=[ α, β, γ, δ] etc. 
. Iam proposita sit aequatio indeterminata ax=by±1, vbi a, b, positui. Supponamus, id quod licet, a esse non <b. Tum ad instar algorithmi noti, secundum quem duorum numerorum diuisor communis maximus inuestigator, formentur per diuisionem vulgarem aequationes.
a=αb+c
b=βc+d

c=γd+e etc.

ita vt α, β, γ etc. c, d, e etc. sint integri positui, et b, c, d, e continuo decrescentes, donec perueniatur ad

m=μn+1m quod tandem euenire debere constat. Erit itaque a=[n, μ,...γ, β, α]; b=[n, μ....γ, β]. Tum fiat x=[μ....γ, β], y=[μ,...γ, β, α], eritque ax=by+1, quando numerorum α, β, γ... μ,n multitudo est par, aut ax=by-1, quando est impar. Q.E.F.

28. Resolutionem generalem huiusmodi aequationem indeterminatarum ill. Euler primus docuit, Comment. Petrop. T. VIII. p. 46. Methodus qua vsus est consistit in substitutione aliarum incognitarum loco ipsarum x, y atque hoc quidem tempore satis est nota. Ill. la Grange paullo aliter rem aggressus est: scilicet ex theoria fractionum continuarum constat si fractio b/a in fractionem continuam
1

------------
     a + 1

          ----------


 β  + 1


       -----------


         γ  + etc.



       + 1



      ----------




μ+1/n

conuertatur, haecque deleta vltima sui parte 1/n in fractionem communem x/y restituatur, fore ax=by ±1, siquidem fuerit a ad b primus. Ceterum ex vtraque methodo idem algorithmus deriuatur. Inuestigationes ill. la Grange exstant Hist. de l’ Ac. de Berlin Année 1767 p. 175, et cum aliis in Supplementis versioni gallicae Algebrae Eulerianae adiectis.
29. Congruentia ax+t≡u cuius modulus ad a non primus, facile ad casum praecedentem reducitur. Sit modulus m, maximusque numerorum a, m diuisor communis δ. Primo patet quemuis valorem ipsius x congruentiae secundum modulum m satisfacientem eidem etiam secundum modulum δ satisfacere (art. 5). At semper ax≡0 (mod. δ) quoniam δ ipsum a metitur. Quare, nisi t≡u (mod. δ) i. e. t-u per δ diuisibilis, congruentia proposita non est resolubilis.

Ponamus itaque a=δe, m= δf, t-u=δk, eritque e ad f primus. Tum vero congruentiae propositae δex+δk≡0 (mod. δf) aequiualebit haec ex+k≡0 (mod. f), i. e. quicunque ipsius x valor huic satisfaciat, etiam illi satisfaciet et vice versa. Manifesto enim ex+k per f diuidi poterit, quando δex+δk per δf diuidi potest, et vice versa. At congruentiam ex+k≡0 (mod. f) supra soluere docuimus; vnde simul patet, si v sit vnus ex valoribus ipsius x, x≡v (mod. f) exhibere resolutionem completam congruentiae propositae.

30. Quando modulus est compositus, nonnumquam praestat sequenti methodo vti.

Sit modulus ax≡b. Soluatur primo congruentia haec secundum modulum m, ponamusque ei satisfieri, si x≡v (mod. m/δ), designante δ diuisorem communem maximum numerorum m, a. Iam manifestum est, quemuis valorem ipsius x congruentia ax≡b secundum modulum mn satisfacientem eidem etiam secundum modulum m satisfacere debere: adeoque in forma v+m/δ*x’ contineri, designante x’ numerum indeterminatum, quamuis non vice versa omnes numeri in forma v+m/ δ*x’ continenti congruentiae secundum mod. mn satisfaciant. Quomodo autem x’ determinari debeat, vt v+m/δ*x’ fiat radix congruentiae ax≡b (mod. mn), ex solutione congruentiae am/δ*x’+av≡b (mod. mn) deduci potest, cui aequiualet haec a/δ*x’≡(b-an)/m (mod. n). Hinc colligitur solutionem congruentiae cuiuscunqueprimi gradus secundum modulum mn reduci posse ad solutionem duarum congruentiarum secundum modulum m et n. Facile autem perspicietur, si m iterum sit productum e duobus factoribus, solutionem congruentiae secundum modulum n pendere a solutione duarum congruentiarum quarum moduli sint illi factores. Generaliter solutio congruentiae secundum modulum compositum quemcumque pendet a solutione aliarum congruentiarum, quarum moduli sunt factores illius numeri; hi autem, si commodum esse videtur, ita semper accipi possunt. vt sint numeri primi.

Ex. Si congruentia 19x≡1 (mod. 140) proponitur: soluator primo secundum modulum 2, eritque x≡1 (mod. 2). Ponatur x=1+2*x’, fietque 39x’≡ -18 (mod. 140) cui aequiualet 19x’≡-9 (mod. 70). Si haec iterum secundum modulum 2 soluitur, fit x’=1 (mod. 2) positoque x’=1+2x’’, fit 38x’’≡-28 (mod. 70) siue 19x’’≡-14 (mod. 35). Haec secundum 5 soluta dat x’’≡4 (mod. 5), substitutoque x’’=4+5x’’’, fit 95x’’’≡-90 (mod. 35) siue 19x’’’≡-18 (mod. 7). Ex hac tandem sequitur, x’’’≡2 (mod. 7), positoque x’’’=2+7x’’’’ colligitur x=59+140x’’’’; quare x≡59 (mod. 140) est solutio completa congruentiae propositae.

31. Simili modo vt aequationis ax=b radix per b/a exprimitur, etiam congruentiae ax≡b radicem quamcunque per b/a designabimus, congruentiae modulum, distinctionis gratia, apponentes. Ita e. g. 19/17 (mod. 12) denotat quemuis numerum, qui est ≡11 (mod. 12)
. Generaliter ex praecedentibus patet, b/a (mod. c) nihil reale significare (aut si quis malit aliquid imaginarii), si a, c habeant diuisorem communem, qui ipsum b non metiatur: At hoc casu excepto, expressio b/a (mod. c) semper valores reales habebit, et quidem infinitos: hi vero omnes secundum c erunt congrui quando a ad c primus, aut secundum c/δ, quando δ numerorum c, a diuisor communis maximus.

Hae expressiones similem fere habent algorithmum vt fractiones vulgares. Aliquot proprietates quae facile ex praecedentibus deduci possunt hic apponimus.

1. Si secundum modulum c, a≡α, b≡β expressiones a/b (mod. c) et α/β (mod. c) sunt aequiualentes.

2. aδ/bδ (mod. cδ) et a/b (mod. c) sunt aequiualentes.

3. ak/bk (mod. c) et a/b (mod. c) sunt aequiualentes quando k ad c est primus.

Multae aliae similes propositiones afferi possent: at quum nulli difficultati sint obnoxiae, neque ad sequentiae adeo necessariae, ad alia properamus.
32. Problema quod magnum in sequentibus vsum habebit, inuenire omnes numeros, qui secundum modulos quotuncque datos residua data praebent, facile ex praecedentibus solui potest. Sint primo duo moduli, A, B, secundum quos numerus quaesitus, z, numeris a, b, respectiue congruus esse debeat. Omnes itaque valores ipsius z sub forma ax+a continentur, vbi x est indeterminatus sed talis vt fiat Ax+a≡b (mod. B). Quodsi iam numerorum A, B diuisor communis maximus est δ, resolutio completa huius congruentiae hanc habebit formam: x≡v (mod. B/δ) siue quod eodem redit, x=v+kB/δ, denotante k numerum integrum arbitrarium. Hinc formula Av+(kAB)/δ omnes ipsius z valores comprehendet, i. e. z≡Av (mod. AB/δ) erit resolutio completa problematis. Si ad modulos A, B, tertius accedit, C, secundum quem numerus quaesitus z, debet esse ≡c, manifesto eodem modo procedendum, quum binae priores conditiones in vnicam iam sint conflatae. Scilicet si numerorum AB/δ, C diuisor communis maximus =e, atque congruentiae AB/δ*x+Av≡c (mod. C) resolutio: x≡w (mod. C/?), problema per congruentiam z≡ABw/δ+Av???????????????????
...Similiter procedendum, quotcunque moduli proponantur. Obseruari conuenit AB/δ, ABC/δε esse numerorum A, B; et A, B, C respectiue minimos communes diuiduos, facileque inde perspicitur, quotcunque habeantur moduli A, B, C etc., si eorum minimus communis diuiduus sit M, resolutionem completam hanc formam habere, z≡r (mod. M). Ceterum quando vlla congruentiarum auxiliarum est irresolubilis, problema impossibilitatem inuolere concludendum est. Perspicuum vero, hoc euenire non posse, quando omnes numeri A, B, C etc. inter se sint primi.

Ex. Sint numeri A, B, C; a, b, c, 504, 35, 16; 17,-4, 33; hic duae conditiones vt z sit ≡17 (mod. 504) et ≡-4 (mod 35) vnicae, vt sit ≡521 (mod. 2520) aequiualent; ex qua cum hac: z≡33 (mod. 16) coniuncta, promanat z≡3041 (mod. 5040).

33. Quando omnes numeri A, B, C etc. inter se sunt primi, constat, productum ex ipsis esse minimum omnibus communem diuiduum. In quo casu manifestum est, omnes congruentias z≡a (mod. A); z≡b (mod. B) etc. vnicae z≡r (mod. R) prorsus aequiualere, denotante R numerorum A, B, C etc. productum. Hinc vero vicissim sequitur, vnicam conditionem z≡r (mod. R) in plures dissolui posse; scilicet si R quomodocunque in factores inter se primos A, B, C etc. resoluitur, conditiones z≡r (mod. A), z≡r (mod. B), z≡r (mod. C), etc. propositam exhaurient. Haec obseruatio methodum nobis aperit non modo impossibilitatem, si quam forte conditiones propositae implicent, statim detegendi, sed etiam calculum commodius atque concinnius instituendi.

34. Sint vt supra conditiones propositae, vt sit z≡a (mod. A), z≡b (mod. B), z≡c (mod. C). Resoluantur omnes moduli in factores inter se primos, A in A’A’’A’’’ etc.; B in B’B’’B’’’ etc. etc. sint aut primi, aut primorum potestates. Si vero aliquis numerorum A, B, C etc. iam per se est primus, aut primi potestas, nulla resolutione in factores pro hocce opus est. Tum vero ex praecedentibus patescit, pro conditionibus propositis hasce substitui posse: z≡a (mod. A’), z≡a (mod. A’’), z≡a (mod. A’’’) etc., z≡b (mod. B’), z≡b (mod. B’’) etc. etc. Iam nisi omnes numeri A, B, C etc. fuerint inter se primi, ex. gr. si A ad B non primus, manifestum est, omnes diuisores primos ipsorum A, B diuersos esse non posse, sed inter factores A’, A’’, A’’’ etc. vnum aut alterum esse debere, qui inter B’, B’’, B’’’ etc. aut aequalem aut multiplum aut submultiplum habeat. Si primo A’=B’, conditiones z≡a (mod. A’), z≡b (mod. B’) identicae esse debent, siue a≡b (mod. A’ vel B’), quare alterutra reiici poterit. Si vero non a≡b (mod. A’), problema impossibilitatem implicat. Si secundo B’ muliplum ipsius A’ conditio z≡a (mod. A’) in hac z≡b (mod. B’) contenta esse debet, siue haec z≡b (mod. A’) quae ex posteriori deducitur cum priori identica esse debet. Vnde sequitur conditionem z≡a (mod. A’), nisi alteri repugnet (in quo casu problemata impossibile) reiici posse. Quando omnes conditiones superfluae ita reiectae sunt, patet, omnes modulos ex his A’, A’’, A’’’ etc., B’, B’’, B’’’ etc. etc. remanentes inter se primos fore: tum igitur de problematis possibilitate certi esse et secundum praecepta ante data procedere possumus.
35. Ex. Si ut supra esse debet z≡17 (mod. 504); ≡-4 (mod. 35), et ≡33 (mod. 16); hae conditiones in sequentes resolui possunt, z≡17 (mod. 8), ≡17 (mod. 9), ≡17 (mod. 7); ≡-4 (mod. 5), ≡-4 (mod. 7); ≡33 (mod. 16). Ex his conditiones z≡17 (mod. 8), z≡17 (mod. 7) reiici possunt, quum prior in conditione z≡33 (mod. 16) contineatur, posterior vero cum haec z≡-4 (mod. 7) sit identica; remanent itaque

{ 17 (mod. 9)


{ -4 (mod. 5)

z≡
{-4 (mod. 7)

vnde colligitur z≡3041 (mod. 5040)

{ 33 (mod. 16)
Ceterum palam est, plerumque commodius fore, si de conditionibus remanentibus eaequae ex vna eademque conditione euoluatae erant seorsim recolligantur, quum hoc nullo negotio fieri possit; e. g. quando ex conditionibus z≡a secundum modulum qui est productum omnium modulorum ex A’, A’’, A’’’ etc. remanentium. Ita in nostro exemplo ex conditionibus z≡-4 (mod. 5), z≡-4 (mod. 7) ea ex qua ortae erant z≡-4 (mod. 35) sponte restituitur. Porro hinc sequitur haud prorsus perinde esse, quaenam ex conditionibus superfluis reiicantur, quantum ad calculi breuitatem: sed haec aliaque artificia practica, quae ex vsu multo facilius quam ex praeceptis ediscuntur hic tradere non est instituti nostri.
36. Quando omnes moduli A, B, C, D etc. inter se sunt primi, sequenti methodo saepius praestat vti. Determinetur numerus α secundum A vnitati, secundum reliquorum modulorum productum vero cifrae congruus, siue sit α valor quicunque (plerumque praestat minimum accipere) expressionis 1/BCDetc. (mod. A), per BCDetc. multiplicatae (vid. art. 32); similiter sit β≡1 (mod. B) et ≡0 (mod. ACDetc.), γ≡1 (mod. C) et ≡0 (mod ABDetc.), etc. respectiue sit congruus, poni poterit z≡αa+βb+γc+δd etc. (mod. ABCDetc.). Manifesto enim, αa≡a (mod. A.); reliqua autem membra βb, γc etc. omnia ≡0 (mod. A): quare z≡a (mod. A). Similiter de reliquis modulis demonstratio adornatur. Haec solutio priori praeferenda, quando plura huiusmodi problemata sunt soluenda, pro quibus moduli A, B, C etc. valores suos retinent; tunc enim numeri α, β, γ etc. valores constantes nanciscuntur. Hoc vsu venit in problematae chronologico vbi quaeritur, quotus in periodo Juliana sit annus, cuius indictio, numerus aureus, et cyclus solaris dantur. Hic A=15, B=19, C=28; quare, quum valor expressionis 1/19*28 (mod. 15), siue 1/532 (mod. 15), sit 13, erit α=6916. Similiter pro β inuenitur 4200, et pro γ 4845, quare numerus quaesitus erit residuum minimum numeri 6916a+4200b+4845c, denotantibus a indictionem, b numerum aureum, c cyclum solarem.
37. Haec de congruentiis primi gradus vnicam incognitam continentibus sufficiant. Superest vt de congruentiis agamus, in quibus plures incognitae sunt permixtae. At quoniam hoc caput, si omni rigore singula exponere velimus, sine prolixitate absolui non potest, propositumque hoc loco nobis non est, omnia exhaurire, sed ea tantum tradere, quae attentione digniora videantur: hic ad paucas obseruationes inuestigationem restringimus, vberiorem huius rei expositionem ad aliam occasionem nobis reseruantes.
1) Simili modo, vt in aequationibus, perspicitur, etiam hic totidem congruentias haberi debere, quot sint incognitae determinandae.

2) Propositae sint igitur congruentiae

ax
+by
+cz... ≡
f(mod. m)
...(A)

a’x
+b’y
+c’z... ≡
f’

...(A’)

a’’x
+b’’y
+c’’z... ≡
f’’

...(A’’)

etc.

totidem numero, quot sunt incogntiae x, y, z etc.


Iam determinantur numeri ξ, ξ’, ξ’’ etc. ita vt sit
bξ+b’ξ’+b’’ξ’’+etc.=0

cξ+c’ξ’+c’’ξ’’+etc.=0
etc.

et quidem ita vt omnes sint integri nullumque factorem communem habeant, quod fieri posse ex theoria aequationum linearium constat. Simili modo determinentur v, v’, v’’ etc., ξ, ξ’, ξ’’ etc. etc. ita vt sit

av
+a’v’
+a’’v’’
+etc.=0

cv
+c’v’
+c’’v’’
+etc.=0

etc.

aζ
+a’ζ’
+a’’ζ’’
+etc.=0
bζ
+b’ζ’
+b’’ζ’’
+etc.=0

etc. etc.

3) Manifestum est si conguentiae A, A’, A’’ etc. per ξ, ξ’, ξ’’ etc.; tum per v, v’, v’’, etc. etc. mulitplicentur, tuncque addantur, has congruentias proucenturas esse:

(aξ+a’ξ’+a’’ξ’’+etc.)x≡fξ+f’ξ’+f’’ξ’’+etc.

(bv+b’v’+b’’v’’+etc.)y≡fv+f’v’+f’’v’’+etc.
(cζ+c’ζ’+c’’ζ’’+etc)z≡fζ+f’ζ’+f’’ζ’’+etc.

etc.

quas breuitatis gratia it exhibemus:

Σ(aξ)x≡Σ(fξ)

Σ(bv)y≡Σ(fv)

Σ(cζ)z≡Σ(fζ)
etc.

4) Iam plures casus sunt distinguendi. Primo quando omnes incognitarum coefficientes, Σ(aξ), Σ(av) etc. ad congruentiarum modulum m sunt primi, hae congruentiae secundum paecepta ante tradita solui possunt, problematisque solutio completa per congruentias formae x≡p (mod. m), y≡q (mod. m) etc. exhibetur 
. E. g. Si proponuntur congruentiae x+3y+z≡1; 4x+y+5z≡7; 2x+2y+z≡3 (mod. 8); eodem modo inuenitur 15y≡-4, 15z≡1, et hinc y≡4, z≡7 (mod. 8).
5) Secundo quando non omnes coefficientes, Σ(aξ), Σ(bv) etc. ad modulum sunt primi, sint α, β, γ etc. diuisores communes maximi ipsius m cum Σ(aξ), Σ(bv), Σ(cζ) etc. resp., patetque problema impossibile esse, nisi illi numeros Σ(aξ), Σ(bv), Σ(cζ) etc. resp. metiantur. Quando vero hae conditiones locum habent, congruentiae in 3) complete resoluentur per tales x≡p (mod. m/α), y≡q (mod. m/β), z≡r (m/γ) etc., aut si mauis dabuntur α valores diuersi ipsius x (i. e. secundum m incogrui puta p, p+m/α... p+(α-1)m/a), β valores diuersi ipsius y etc., illis congruentiis satisfacientes: manifestoque omnes solutiones congruentiarum propositarum (si quae omnino dantur) inter illas reperientur. Attamen hanc conclusionem conuertere non licet; nam plerumque non omnes combinationes omnium α valorum impsius x cum omnibus ipsius y cum omnibus ipsius z etc. problemati satisfaciunt, sed quaedam tantum, quarum nexum per vnam pluresque congruentias conditionales exhibere licet. At quum completa huius problematis resolutio ad sequentia non sit necessaria, hoc argumentum fusius hoc loco non exsequimur, exemploque ideam qualemcunque de eo dedisse sat habemus.

Propositae sint congruentiae 3x+5y+z≡4, 2x+3y+2z≡7, 5x+y+3z≡6 (mod. 12). Hic fiunt ξ, ξ’, ξ’’; v, v’, v’’; ζ, ζ’, ζ’’ resp. =1, -2, 1; 1, 1, -1; -13, 22, -1, vnde 4x≡-4, 7y≡5, 28z≡96. Hinc prodeunt quatuor valores ipsius x puta ≡ 2, 5, 8, 11; vnus valor ipsius y puta ≡11; quatuor valores ipsius z puta ≡0, 3, 6, 9 (mod. 12). Iam vt sciamus, quasnam combinationes valorum ipsius x cum valoribus ipsius z adhibere liceat, substituimus in congruentiis propp. pro x, y, z resp. 2+3t, 11, 3u, vnde transeunt in has 57+9t+3u≡0, 30+6t+6u≡0, 15+15t+9u≡0 (mod. 12), quibus facile intellitur aequiualere has 19+3t+u≡0, 10+2t+2u≡0, 5+5t+3u≡0 (mod. 4). Prima manifesto requirit vt sit u≡t+1 (mod. 4), quo valore in reliquis substituto etiam his satisfieri inuenitur. Hinc colligitur, valores ipsius x hos 2, 5, 8, 11 (qui prodeunt statuendo t≡0, 1, 2, 3) necessario combinandos esse cum valoribus ipsius z his z≡3, 6, 9, 0 resp., ita vt omnino quatuor solutiones habeantur
x≡2, 5, 8, 11

{

y≡11, 11, 11, 11
{ (mod. 12)

z≡3, 6, 9, 0

{

His disquisitionibus, per quas sectionis propositum iam absolutum est, adhac quasdam propositiones similibus principiis innixas adiungimus, quibus in sequentibus frequenter opus erit.

38. PROBLEMA. Inuenire, quot numeri positiui dentur numero positiuo dato A minores simulque ad ipsum primi.

Designemus breuitatis gratia multitudinem numerorum positiuorum ad numerum datum primorum ipsoque minorum per praefixum characterem φ. Quaeritur itaque φA.
1. Quando A est primus, manifestum est omnes numeros ab 1 vsque ad A-1 ad A primos esse; quare in hoc casu erit φA=A-1.

2. Quando A est numeri primi potestas puto =pm, omnes numeri per p diuisibiles ad A non erunt primi, reliqui erunt. Quamobrem de pm-1 numeris hi sunt reiiciendi: p, 2p, 3p...(pm-1-1)p; remanent igitur pm-1-(pm-1-1) siue pm-1 (p-1). Hinc φ pm=pm-1 (p-1).

3. Reliqui casus facile ad hos reducuntur ope sequentis propositionis: Si A in factores M, N, P etc. inter se primos est resolutus, erit φA=φM. φN. φP etc., quae ita demonstratur. Sint numeri ad M primi ipsoque M minores, m, m’, m’’ etc. quorum itaque multitudo =φM. Similiter sint numeri ad N, P etc. respectiue primi ipsisque minores, n, n’, n’’ etc.; p, p’, p’’ etc. etc., quorum multitudo φN, φP etc. Iam constat omnes numeros ad productum A primos etiam ad factores singulos M, N, P etc. primos fore et vice versa (art. 19); porro omnes numeros qui horum m, m’, m’’ etc. alicui sint congrui secundum modulum M ad M primos fore et vice versa, similiterque de N, P etc. Quaestio itaque huc reducta est: determinare quot dentur numeri infra A, qui secundum modulum M, alicui numerorum m, m’, m’’ etc. secundum modulum N, alicui ex his n, n’, n’’ etc. etc. sint congrui. Sed ex art. 32 sequitur, omnes numeros, secundum singulos modulos M, N, P etc. residua determinata dantes, congruos secundum eorum productum A fore, adeoque infra A vnicum tantum dari, secundum singulos M, N, P etc. residuis datis congruum. Quare numerus quaesitus aequalis erit numero combinationem singulorum numerorum m, m’, m’’ cum singulis n, n’, n’’ atque p, p’, p’’ etc. etc. Hunc vero esse =φM. φN. φP etc. ex theoria combinationum constat. Q.E.D.
4. Iam quomodo hoc ad casum de quo agimus applicandum sit facile intelligitur. Resoluator A in factores suos primos siue reducatur ad formam aαbβcγ etc. designantibus a, b, c etc. numeros primos diuersos. Tum erit φA=φaαφbβφcγ etc. = aα-1 (a-1)bβ-1(b-1)cγ-1(c-1) etc. seu concinnius φA=A (a-1)/a*(b-1)/b*(c-1)/c etc.
Exempl. Sit A=60=22*3*5 adeoque φA= 1/2*2/3*4/5*60=16. Numeri hi ad 60 primi sunt 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59.

Solutio prima huius problematis exstat in commentatione ill. Euleri, theoremata arithmetica noua methodo demonstrata, Comm. nou. Ac. Petrop. VIII. p. 74. Demonstratio postea repetita est in alia diss. Speculationes circa quasdam insignes proprietates numerorum, Acta Petrop. VIII p. 17.

39. Si characteris φ significatio ita determinatur, vt φ A exprimat multitudinem numerorum ad A primorum ipsoque A non maiorum perspicuum est φ1 fore non amplius =0, sed =1; in omnibus reliquis casibus nihil hinc immutari. Hancce definitionem adoptantes sequens habebimus theorema.


Si a, a’, a’’ etc. sunt omnes diuisores ipsius A, (unitate et ipso A non exclusius) erit φa+φa’+φa’’+etc.=A.

Ex. sit A=30; tum erit φ1+φ2+φ3+φ5+φ6+φ10+φ15+φ30=1+1+2+4+2+4+8+8=30. 


Demonstr. Multiplicentur omnes numeri ad a primi ipsoque a non maiores per A/a, similiter omnes ad a’ primi per A/a’ etc., habebunturque φa+φa’+φa’’+etc. numeri, omnes ipso A non maiores. At

1) omnes hi numeri erunt inaequales. Omnes enim eos qui ex eodem ipsius A diuisore sint generati, inaequales fore, per se clarum. Si vero e diuisoribus diuersis M, N numerisque μ, v ad istos respectiue primis aequales prodiissent, i. e. si esset A/M μ=A/N v, sequeretur μN=vM. Pontatur M>N (id quot licet). Quoniam M ad μ est primus, atque numerum μN metitur, etiam ipsum N metietur, maior minorem. Q.E.A.
2) inter hos numeros, omnes hi 1, 2, 3...A inuenientur. Sit numerus quicunque ipsum A non superans t, maxima numerorum A, t communis mensura δ eritque A/δ diuisor ipsius A ad quem t/δ primus. Manifesto hinc numerus t inter eos inuenietur qui ex diuisore A/δ prodierunt.

3) Hinc colligitur horum numerorum multitudinem esse A, quare φa+φa’+φa’’+ etc.=A. Q.E.D.

40. Si maximus numerorum A, B, C, D etc. diuisor communis =μ: numeri a, b, c, d etc. ita determinari possunt, vt sit aA+bB+cC+etc.=μ.

Dem. Consideremus primo duos tantum numeros A, B, sitque horum diuisor maximus communis =λ. Tum congruentia Ax≡λ (mod. B) erit resolubilis (art. 30). Sit radix ≡α, ponaturque (λ-Aα)/B=β. Tum erit αA+βB=λ, vti desiderabatur.


Accedente numero tertio C, sit maximus diuisor communis numerorum λ, C=λ’, eritque hic simul maximus diuisor communis numerorum A, B, C
. Determinentur numeri k, γ ita vt sit kλ+γC=λ’, eritque kαA+kβB+γC=λ’.

Accedente numero quarto D, ponatur maximus diuisor communis numerorum λ’, D (quem simul esse maximum diuisorem communem numerorum A, B, C, D facile perspicitur) =λ’’ fiatque k’λ’+δD=λ’’. Tum erit kk’αA+kk’βB+k’γC+δD=λ’’.

Simili modo proced ipotest, quotcunque alii numeri accedant.


Si itaque numeri A, B, C, D etc. diuisorem communem non habent, patet fieri posse aA+bB+cC+etc.=1.
41. Si p est numerus primus atque habentur p res, inter quas quotcunque aequales esse possunt, modo non omnes sint aequales: numerus permutationum harum rerum per p erit diuisibilis.

Exempl. Quinque res A, A, A, B, B, decem modis diuersis possunt transponi.


Demonstratione huius theorematis facile quidem ex nota permutationum theoria peti potest. Si enim inter has res sunt primo a aequales nempe =A, tum b aequales nempe =B, tum c aequales nempe =C etc. (vbi numeri a, b, c etc. etiam unitatem designare possunt), ita vt habeatur a+b+c+etc. =p, numerus permutationum erit =1*2*3*...p/1*2*3...a*1*2...b*1*2...c etc. Iam per se clarum est, huius fractionis numeratorem per denominatorem diuisibilem esse, quoniam numerus permutationum debet esse integer: at numerator per p diuisibilis est, denominator vero, qui ex factoribus ipso p minoribus est compositus, per p non diuisibilis (art. 15). Quare numerus permutationem per p erit diuisibilis (art. 19).


Speramus tamen fore quibus etiam sequens demonstratio haud ingrata sit futura.


Quando in duabus permutationibus rerum e quibus compositae sunt ordo in eo tantum discrepat, vt ea res quae in altera primum locum occupat, aliam sedem in altera teneat, reliquae autem eodem in vtraque ordine progrediuntur, eamque quae in altera vltima est, ea quae est, in altera excipit; permutationes similes vocemus
. Ita in ex. nostro permutationes ABAAB et ABABA similes erunt, quoniam res quae in priori primum secundum etc. locum occupant, in posteriori loco tertio quarto etc. eodem ordine sunt collocatae.

Iam quoniam quaequae permutatio ex p rebus constant, patet cuiuis p-1 similes adinueniri posse, si ea res quae prima fuerat, ad secundum, tertium etc. locum promoueatur. Quarum si nullae identicae esse possunt manfestum est, omnium permutationem numerum per p diuisibilem euadere, quippe qui p vicibus maior sit quam numerus omnium permutationum dissimilium. Supponamus igitur duas PQ...TV...TZ; V...TZPQ...T, quarum altera ex altera per terminorum promotionem orta sit, identicas esse siue P=V etc. Sit terminus P qui in priori est primus, n+1 tus in posteriori. Erit igitur in serie posteriori terminus n+1 tus aequalis primo, n+2 tus secundo etc. vnde 2n+1 tus rursus primo aequalis euadet, eademque ratione 3n+1 tus etc.; generaliterque terminus kn+m tus m to (vbi quando kn+m ipsum p superat, aut series V...TZPQ...T semper ab initio repeti concipienda est, aut a kn+m multiplum ipsius p proxime minus resciendum) Quamobrem si k ita determinatur, vt fiat kn≡1 (mod. p), quod fieri potest quia p primus, sequitur generaliter terminum m tum m+1 to aequalem esse, siue quemuis terminum sequenti, i. e. omnes terminos aequales esse contra hypothesin.
42. Si coefficientes A, B, C...N; a, b, c...n duarum functionum formae
xm+Axm-1+Bxm-2+Cxm-3...+N...(P)

xμ+axμ-1+bxμ-2+cxμ-3...+n...(Q)

omnes sunt rationales, neque vero omnes integri, productumque ex (P) et (Q)=

xm+μ+Axm+μ-1+Bxm+μ-2+etc.+Z:
omnes coefficientes A, B...Z integri esse nequeunt.

Demonstr. Exprimantur omnes fractiones in coefficientibus A, B etc. a, b etc. per numeros quam minimos, eligaturque ad libitum numerus primus p, qui aliquem aut plures ex denominatoribus harum fractionum metiatur. Ponamus, id quod licet, p metiri denominatorem alicuius coefficientis fracti in (P), patetque si (Q) per p diuidatur, etiam in (Q)/p dari ad minimum vnum coefficientem fractum cuius denominator implicet factorem p (puta coefficientem primum 1/p). Iam facilie perspicitur, in (P) datum iri terminum vnum, fractum, cuius denominator inuoluat plures dimensiones ipsius p quam denominatores omnium similium praecedentium, et non pauciores quam denominatores omnium sequentium; sit hic terminus =Gxg, et multitudo dimensionum ipsius p in denominatore ipsius G=t. Similis terminus dabitur in (Q)/p, qui sit =Γxy et multitudo dimensionum ipsius p in denominatore ipsius Γ=τ. Manifesto hic erit t+τ ad minimum =2. His ita praeparatis, terminus xg+y producti ex (P) et (Q) coefficientem habebit fractum, cuius denominator t+τ-1 demsiones ipsius p inuoluet, is quod ita demonstratur.

Sint termini qui in (P) terminum Gxg praecedunt, ‘Gxg+1, ‘’Gxg+2, etc. sequentes vero G’xg-1, G’’xg-2 etc.; smiliterque in (Q/p) praecedant terminum Γxy termini ‘Γxy+1, ‘’Γxy+2 etc. sequantur autem termini Γ’xy-1, Γ’’xy-2 etc. Tum constat in producto ex (P), (Q)/p coefficientem termini xg+y fore =GΓ
+’GΓ’+’’GΓ’’+etc.

+’ΓG’+’’ΓG’’+etc.

Pars GΓ erit fractio quae si per numeros quam minimos exprimitur in denominatore t+τ dimensiones ipsius p inuolit, reliquae autem partes si sunt fractae, in dominatore pauciores dimensiones numeri p implicabunt, quoniam omnes sunt producta e binis factoribus quorum alter non plures quam t, alter vero pauciores quam τ, alterque pauciores quam t. Hinc GΓ erit formae e/fpt+τ, reliquarum vero summa formae e’/f’pt+τ-δ, vbi δ positiuus et e, f, f’ a factore p liberi: quare omnium summa erit =(ef’+e’fpδ)/ff’pt+τ, cuius numerator per p non diuisibilis, adeoque denominatur per nullam reductionem pauciores dimensiones quam t+τ obtinere potest. Hinc coefficiens termini xg+y in producto ex (P), (Q) erit =(ef’+e’fpδ)/ff’pt+τ-1, i. e. fractio cuius denominatur t+τ-1 dimensiones ipsius p implicat. Q.E.D.
43. Congruentia mti gradus, Axm+Bxm-1+Cxm-2+etc.+Mx+N≡0, cuius modulus est numerus primus p, ipsum A non metiens, pluribus quam m modis diuersis solui non potest, siue plures quam m radices secundum p incongruos non habet (Vid. artt. 25, 26).

Si quis neget, ponamus dari congruentias diuersorum graduum m, n, etc. quae plures quam m, n etc. radices habeant, sitque minimus gradus m, ita vt omnes similes congruentiae inferiorum graduum theoremati nostro sint consentanae. Quod quum de primo grado iam supra sit demonstratum (art. 26), manifestum est, m fore aut =2 aut maiorem. Admittet itaque congruentia Axm+Bxm-1+etc.+Mx+N≡0 saltem m+1 radices, quae sint x≡α, x≡β, x≡γ etc., ponamusque id quod licet omnes numeros α, β, γ etc. esse posituos et minores quam p, omniumque minimum α. Iam in congruentia proposita substituatur pro x,y+α, transeatque inde in hanc A’ym+B’ym-1+C’ym-2...+M’y+N’≡0. Tum manifestum est, huic congruentiae satisfieri deberi, si ponatur y≡0, aut ≡β-α, aut ≡y-α etc., quae radices omnes erunt diuersae,numerusque earum =m+1. At ex eo quod y≡0 est radix, sequitur, N’ per p diuisibilem fore. Quare etiam haec expressio, y(A’ym-1+B’ym-2+etc.+M’) fiet ≡0 (mod. p), si ipsi y vnus ex m valoribus, β-α, y-α etc., tribuitur, qui omnes sunt >0 et <p, adeoque in omnibus hisce casibus etiam A’ym-1+B’ym-2+etc. M’ fiet ≡0, quae est gradus m-1ti, m radices habet et proin theoremari nostro aduersatur (patet enim facilie, A’ fore =A, adeoque per p non diuisibilem, vti requiritur) licet supposuerimus, omnes congruentias inferioris gradus quam mti, theoremati consentire. Q.E.A.
44. Quamuis hic supposuerimus, modulum p non metiri coefficientem termini summi, tamen theorema ad hunc casum non restringitur. Si enim primus coefficiens siue etiam aliqui sequentium per p diuisibiles essent, hi termini tuto reiici possent, congruentiaque tandem ad inferiorem gradum deprimeretur, vbi coefficiens primus per p non amplius foret diuisibilis, siquidem non omnes coefficientes per p diuidi possunt; in quo casu, congruentia foret, indentica atque incognita prorsus indeterminata.


Theorema hoc primum ab ill. La Grange propositum atque demonstratum est (Mem. de l’ Ac. de Berlin, Année 1768 p. 192) Exstat etiam in dissert. ill. Le Gendre, Recherches d’ Analyse indeterminée, Hist. de l’ Acad. de Paris 1785. p. 466. Ill. Euler in Nou. Comm. Ac. Petr. XVIII. p. 93 demonstrauit congruentiam xn-1≡0 plures quam n radices diuersas habere non posse. Quae quamuis sit particularis, tamen methodus qua vir summus vsus est omnibus congruentiis facile adaptari potest. Casum adhunc magis limitatum iam antea absoluerat, Comm. Ac. Petr. V. p. 6 sed haec methodus generaliter adhiberi nequit. Infra Sect. VIII, alio adhuc modo theorema demonstrabimus; at quantumuis diuersae primo aspectu omnes hae methodi videri possint, periti qui comparae eas voluerint facile certiores fient omnes eidem principio superstructas esse. Ceterum quum hoc theorema hic tantum tamquam lemma sit considerandum, neque completa expositio huc pertineat: de modulis compositis seorsim agere supersedemus.
� Modulus manifesto semper absolute i. e. sine omni signo est sumendas.


� Hoc signum propter magnam analogiam quae inter aequalitatem atque congruentiam inuenitur adoptauimus. Ob eandem causam ill. Le Gendre in comment. infra saepius laudanda ipsum aequalitatis signum pro congruentia retinuit , quod nos ne ambiguitas oriatur imitari dubitauimus.


� Multo generalius haecce relatio considerari potest, quod negotium alia forsan occasione suscipiemus. Hic duas tantum propositiones adiicimus, quae vsum suum in praesenti inuestigatione habent; scilicet,


10. [α, β, γ...λ, μ]*[β, γ...λ]-[α, β, γ...λ]*[β, γ,...λ, μ]=±1, vbi signum superius accipiendum quando numerorum α, β, γ...λ, μ multitudo par, inferius quando impar.


20. Numerorum α, β, γ etc. ordo inuerti potest, [α, β, γ...λ, μ]=[μ, λ...γ, β, α.]. Demonstrationes quae non sunt difficiles hic supprimimus.


� id quod ex analogia per 11/1 (mod. 12) designari potest.


� Obseruare conuenit hancce conclusionem demonstrationem egere, quam autem hic supprimimus. Proprie enim nihil aliud ex analysi nostra sequitur, quam quod congruentiae propositae per alios incongnitarum x, y etc. valores solui nequeant: hos vero satisfacere non sequitur. Fieri enim posset vt nulla omnino solutio daretur. Similis paralogismus etiam in aequationum linearium explicatione plerumque committitur.


� Metietur enim manifesto λ’ omnes A, B, C. Si vero non esset diuisor communis maximus: maximus foret maior quam λ’. Iam quoniam hic diuisor maximus metitur ipsios A, B; metietur etiam ipsum αA+βB i. e. ipsum λ’, maior minorem Q.E.A. – Facilius adhuc hoc ex art. 18 deduci potest.


� Si permutationes similes in circulum scriptae esse concipiuntur ita vt vltima res primae fiat contigua, nulla omnino erit discrepantias quoniam nullus locus primus aut vltimus vocari poterit.
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