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1. Grundlegendes über Primzahlen, Kongruenzen und Restklassen

In Berücksichtigung der Eulerschen φ–Funktion 
1.1. Primzahlen

Eine Primzahl ist eine natürliche Zahl mit genau zwei natürlichen Teilern, nämlich 1 und sich selbst. Primzahlen sind also 2, 3, 5, 7, 11, … Die fundamentale Bedeutung der Primzahlen für viele Bereiche der Mathematik beruht auf den folgenden drei Konsequenzen aus dieser Definition:

1. Primzahlen lassen sich nicht als Produkt zweier natürlicher Zahlen, die beide größer als 1 sind, darstellen.

4*8= 32 (gerade Zahl, 2*5= 20 (gerade Zahl, 3*7= 21 (teilbar durch beide Faktoren

2. Lemma von Euklid: Ist ein Produkt zweier natürlicher Zahlen durch eine Primzahl teilbar, so ist bereits einer der Faktoren durch sie teilbar.


3*4= 12 (12 ist teilbar durch 2,3

6*8= 48 (48 ist teilbar durch 2,3

3. Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung: Jede natürliche Zahl lässt sich als Produkt von Primzahlen schreiben. Diese Produktdarstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig. Diese Faktoren heißen Primteiler.


57= 3*19 ( 3, 19 ( Primfaktoren, Primteiler

Jede dieser Eigenschaften könnte auch zur Definition der Primzahlen verwendet werden.

Eigenschaften

Eine natürliche Zahl größer als 1 heißt prim, wenn sie eine Primzahl ist, andernfalls heißt sie zusammengesetzt. Die Zahlen 0 und 1 sind weder prim noch zusammengesetzt.

Mit Ausnahme der Zahl 2 sind alle Primzahlen p ungerade, denn alle größeren geraden Zahlen lassen sich außer durch sich selbst und 1 auch noch (mindestens) durch 2 teilen. Damit hat jede Primzahl außer 2 die Form 2k + 1 mit einer natürlichen Zahl k.

7= 2*3+1, 17= 2*8+1

Zu beachten: Jede Primzahl weist diese Form auf, doch nicht jede Zahl für k eingesetzt ergibt automatisch eine Primzahl!

2*4+1= 9 ( nicht prim

Beweis zur Unendlichkeit der Primzahlen

Der erste Beweis zur Unendlichkeit der Primzahlen in der Geschichte der Mathematik wurde von dem griechischen Mathematiker Euklid um 300 v.Chr. aufgestellt.

Euklid geht dabei nach der Methode des indirekten Beweises vor und geht von der Aussage aus, dass es endlich viele Primzahlen gibt:

1. Es sei p1,...,pn die endliche Menge aller Primzahlen und m die kleinstmögliche Zahl, die von all diesen geteilt wird.

2. Die Zahl m+1 wirft nun zwei Möglichkeiten auf:

(Entweder sie ist ganz einfach prim, was ein Wiederspruch zu unserer Behauptung wäre, oder

(q sei ein Primteiler von m + 1. Ist q nun eine der uns schon bekannten Primzahlen p1,...,pn, so teilt es nicht nur m + 1 sondern auch die eigentliche Zahl m.

Ist dies der Fall so müsste q auch die Differenz beider Zahlen teilen; dies ist jedoch absurd da diese 1 ist.

Dies führt zu dem Schluss, dass entweder m + 1 oder dessen Primteiler q eine neue Primzahl sein muss.

Der Beweis des Satzes von Euklid zeigt eine Möglichkeit auf, wie aus einer oder mehreren vorgegebenen Primzahlen mindestens eine weitere Primzahl berechnet werden kann. Dazu berechnet man das Produkt dieser Primzahlen und addiert 1 zu dem Produkt:
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Anschließend berechnet man die Primfaktorzerlegung der so gewonnenen Zahl n. Alle Primfaktoren sind dann neue Primzahlen, wenn sie in der ursprünglichen Primzahlmenge nicht enthalten waren.
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Die drei Beispiele zeigen, dass die gefundene neue Zahl sowohl selbst prim sein kann, als auch ihre Primteiler.

Beispiel 3 veranschaulicht den Sonderfall, in dem die neu gefundene Primzahl auch kleiner sein kann als die Ausgangszahlen.

1.2. Kongruenzen

Eine Kongruenz bezeichnet eine Beziehung zwischen zwei Zahlen. Man nennt zwei Zahlen kongruent eines Moduls (eine weitere Zahl), wenn sie bei Division durch den Modul den selben Rest haben:

So ist beispielsweise 5 kongruent 11 modulo 3, da 5:3 = 1 Rest 2 und 11:3 = 3 Rest 2. Stimmen die Reste nicht überein, so nennt man die Zahlen inkongruent bzgl. des Moduls.

Für die Aussage „a und b sind kongruent modulo m“ verwendet man folgende Schreibweise:


Die Bedeutung von Kongruenzen beruht darauf, dass mit ihnen annähernd wie mit Gleichungen gerechnet werden kann.

Die Theorie der Kongruenzen wurde von Carl Friedrich Gauß in seinem im Jahr 1801 veröffentlichten Werk „Disquisitiones Arithmeticae“ entwickelt.

Mathematische Definition

In der Zahlentheorie wird die Kongruenz auf eine Teilbarkeitsaussage zurückgeführt:

Zwei Zahlen a und b sind kongruent modulo m, wenn m die Differenz a − b teilt. 
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13≡5 mod 2 (13-5=8, 8 ist ein Vielfaches von 2

Zwei Zahlen a und b sind inkongruent modulo m, wenn m die Differenz a − b nicht teilt.

[image: image4.png]a#b (modm)
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13≠5 mod 3 ( 13-5=8, 8 ist kein Vielfaches von 3

Eigenschaften

Reflexivität

[image: image7.png]a=a (modm)
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5≡5 mod 2

Symmetrie

[image: image9.png]a=b (modm)=b
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5≡3 mod 2 ( 3≡5 mod 2

Transistivität
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5≡3 mod 2, und 3≡7 mod 2 (5≡7 mod 2

Rechenregeln

Es sein a, a’, b, b’, c und m ganze Zahlen und n Є N0 (Menge aller natürlichen Zahlen mit 0). Weiters sei a≡a’ mod m und b≡b’ mod m.

Hier gelten die folgenden Regeln:

[image: image14.png](mod m)




3≡5 mod 2 ( 3*4≡5*4 mod 2 ( 12≡20 mod 2, Restklasse 0
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3≡5 mod 2 und 4≡6 mod 2 ( 3+4≡5+6 mod 2( 7≡11 mod 2, Restklasse 1
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7≡9 mod 2 und 4≡6 mod 2 ( 7-4≡9-6 mod 2( 3≡3 mod 2, Restklasse 1
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3≡5 mod 2 und 4≡6 mod 2 ( 3*4≡5*6 mod 2( 12≡30 mod 2, Restklasse 0
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3≡5 mod 2 ( 3²≡5² mod 2 ( 9≡25 mod 2

( daraus folgt unmittelbar, dass wenn

[image: image19.png]


 ein Polynom über den ganzen Zahlen ist, dann gilt:
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Bei einer Funktion f(x)= y³-3y²+5 sind die y-Werte bei den x-Werten 3 und 5 (3≡5 mod 2) kongruent mod 2.

( f(3)= 5, f(5)= 55 ( 5≡55 mod 2

Das Kürzen ist bei Kongruenzen genauso wie bei normalen Gleichungen erlaubt, nach etwas verschärften Regeln:

Ist der Modul m ungleich Null, so gilt

[image: image21.png]ca=ch (modm)&a=b (mod





(ggT.: größter gemeinsamer Teiler)

40≡64 mod 12( in einer normalen Gleichung, würde bei der Division durch 8 nun gelten:

5≡8 mod 12 ( FALSCH! 5 und 8 sind mod 12 eindeutig nicht kongruent.

Aber: 5≡8 mod (12:4)

Zwei Kongruenzen bleiben nach dem Kürzen nur bezüglich des Quotienten des ursprünglichen Moduls und des größten gemeinsamen Teilers von Modul und Divisor kongruent.

40≡64 mod 12 /:8 ( 5≡8 mod 3

Daraus folgt unmittelbar, dass wenn der Modul eine Primzahl p und diese kein Teiler von c ist, gilt
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25≡10 mod 3 /:5 ( ggT(5,3)=1( 5≡2 mod 3

(Der größte gemeinsame Teiler einer Primzahl und einer beliebigen ganzen Zahl ist entweder 1 oder die Primzahl selbst.

Wenn der Modul also eine Primzahl ist, bleibt er nach dem Kürzen also entweder gleich (p teilt c nicht; ggT=1 (p:1=p), oder er wird zu 1 (p teilt c( ggT=p (p:p=1).

30≡12 mod 3 /:6 ( ggT (6,3)= 3 ( 5≡2 mod 1

Für jeden Teiler d von m folgt aus [image: image23.png]mod m
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21≡51 mod 10 ( 21≡51 mod 2 und 21≡51 mod 5

( Diese Regel lässt sich natürlich auch umdrehen:

Wenn 2 Zahlen a, a’ kongruent bz. einer Reihe von Zahlen m, m1, m2,...,mk sind, so sind sie es logisch auch bz. des kleinsten gemeinsamen Vielfachen dieser Zahlenreihe.

49≡37 mod 2,3,4 ( kgV (2,3,4)=12 ( 49≡37 mod 12

Potenzen

Ist n eine natürliche Zahl, so gilt

[image: image25.png](@)™ (mod m)





Sind a und m teilerfremd, dann gilt nach dem Satz von Euler

[image: image26.png]a?m
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wobei φ(m) die Eulersche φ-Funktion bezeichnet.

Bsp.: a=4, m=5


4φ(5)≡1 (mod5)


44≡1 (mod5)


256≡1 (mod5) ( 256/5=51 R=1
Ein Spezialfall davon ist der kleine Fermatsche Satz demzufolge für alle Primzahlen p die Kongruenz

[image: image27.png](mod p)




erfüllt ist. (siehe kleiner fermatscher Satz)
Lösbarkeit linearer Kongruenzen

Eine lineare Kongruenz der Form ax≡c (mod m) ist genau dann lösbar wenn der ggT(a,m) c teilt. Die Anzahl der Lösungen entspricht genau dem ggT(a,m).

Bsp.: 2x≡4 (mod 8) ist lösbar weil der ggT(2,8)=2 die Zahl vier teilt. Diese Kongruenz besitzt genau 2 Lösungen:
x1= 2 mod 8

x2= 6 mod 8

Hierbei ist zu beachten, dass hier eine Lösung nicht im herkömmlichen Sinn verstanden werden kann: Da eine Restklasse R bezüglich eines Moduls m unendlich viele Zahlen enthält, wird nur die erste Zahl dieser Restklasse angeführt.

Im oben angeführten Beispiel wären 10 oder 18 eine ebenfalls hinreichende Lösungen, da sie aber beide kongruent 2 mod 8 befinden sie sich in derselben Restklasse.

Das selbe gilt natürlich auch für die Restklasse 6 mod 8.

Anwendungen

Kongruenzen bzw. Restklassen sind oft hilfreich, wenn man Berechnungen mit sehr großen Zahlen durchführen muss.

Eine wichtige Aussage über Kongruenzen von Primzahlen ist der kleine Satz von Fermat bzw. der Fermatsche Primzahltest. (siehe „der kleine Fermatsche Satz bzw. der Fermatsche Primzahlentest“)

1.3. Die Eulersche φ-Funktion

Die eulersche Phi-Funktion (auch Eulersche Funktion genannt) ist eine zahlentheoretische Funktion. Sie gibt für jede natürliche Zahl n an, wieviele natürliche Zahlen zwischen 1 und n zu ihr teilerfremd sind.

Sie ist benannt nach Leonhard Euler und wird mit dem griechischen Buchstaben φ (Phi) bezeichnet.

Die Zahl 6 ist zu zwei Zahlen zwischen 1 und 6 teilerfremd (1 und 5), also ist φ(6) = 2. 

Die Zahl 13 ist als Primzahl zu den zwölf Zahlen von 1 bis 12 teilerfremd, also ist φ(13) = 12. 

Die ersten zehn Werte der φ-Funktion lauten:

	N
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Teilerfremde

Reste
	1
	1
	1,2
	1,3
	1,2,3,4
	1,5
	1,2,3,4,5,6
	1,3,5,7
	1,2,4,5,7,8
	1,3,7,9

	Φ(n)
	1
	1
	2
	2
	4
	2
	6
	4
	6
	4


Eigenschaften

Die φ-Funktion ist multiplikativ. Für teilerfremde Zahlen, das heißt Zahlen m und n mit ggT(m,n)=1, gilt damit:

[image: image28.png]



φ(21)= φ(3)* φ(7)=2*6=12

Für alle Primzahlen p gilt:

Da jede Primzahl p nur durch 1 und sich selbst teilbar ist, ist sie zu den Zahlen 1 bis p − 1 teilerfremd. Es gilt daher:

[image: image29.png]wp)=p-1




Bsp.: φ(13)=12, weil ggT(13,1,2,3,..12) =1 ( φ(13)=13-1=12
Potenzen von Primzahlen:

Eine Potenz pk aus einer Primzahl p und einer natürlichen Zahl k ist nur zu Vielfachen von p nicht teilerfremd. Es gibt pk − 1 Vielfache von p, die kleiner oder gleich pk sind [image: image30.png]


. Daher gilt:

[image: image31.png]1-=
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Bsp.: φ(16)= φ(24)=24-23=23(2-1)=24(1-1/2)=8
( Teilerfremde Zahlen von 16: {1,3,5,7,9,11,13}

Berechnung der allgemeinen φ-Funktion
Der Wert der Eulerschen φ-Funktion lässt sich für jede Zahl aus ihrer kanonische Primfaktorzerlegung berechnen:
[image: image32.png]



In anderen Worten: Die natürliche Zahl n wird in ihre Primfaktoren zerlegt, welche in Potenzform der Größe nach geordnet werden.

Bsp.: 6936= 2*2*2*3*17*17=24+3+172

Nun kann man daraus eine allgemeine Berechnungsformel der φ-Funktion ableiten.
Dabei wird wie bei der Berechnung von Potenzen vorgegangen:

[image: image33.png]1
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Bsp.: φ(72)= φ(23*32)= [23-1*(2-1)]*[32-1*(3-1)]=22*1*3*2=24

Bedeutung der φ-Funktion

Eine der wichtigsten Anwendungen findet die φ-Funktion im Satz von Fermat-Euler: 

Wenn zwei ganze Zahlen a und m ≥ 2 teilerfremd sind, gilt:

[image: image34.png]m|a?™ —1



,

oder anders formuliert:

[image: image35.png]a?m
1 (modm)




Ein Spezialfall (für Primzahlen p) dieses Satzes ist der Kleine Fermatsche Satz:

[image: image36.png]pla®t—1



,

bzw.

[image: image37.png]al™

(mod p)



.

Details siehe „Der Satz von Euler Fermat“ bzw. „kleiner Fermatscher Satz“.
Der Satz von Fermat-Euler findet u.a. Anwendung bei der Generierung von Schlüsseln für das RSA-Verfahren in der Kryptographie (siehe RSA – Verfahren).

1.4. Restklassen

Als Restklasse einer Zahl a bezeichnet man alle Zahlen die bei der Division durch eine Zahl m den gleichen Rest wie a ergeben.

Es sei m eine von 0 verschiedene ganze Zahl und a eine beliebige ganze Zahl. Die Restklasse von a modulo m, geschrieben

[image: image38.png]



ist die Äquivalenzklasse von a bezüglich der Kongruenz modulo m. Sie besteht aus allen ganzen Zahlen b, die sich aus a durch die Addition ganzzahliger Vielfacher von m ergeben:

[image: image72.png]n=1+23.89 =2048 = 2!




Legt man einen Modul fest, so kann dadurch die Menge aller Zahlen auf sogenannte Restklassen verteilt werden. In einer Restklasse befinden sich alle Zahlen die unter dem festgelegten Modul kongruent zueinander sind. Der Modul entspricht immer der Anzahl der Restklassen. Beispielsweise existieren für den Modul 2, die beiden Restklassen der geraden und der ungeraden Zahlen. Die Restklassen eines Moduls bilden einen Ring, den sogenannten Restklassenring.

Die Restklasse von 0 modulo 2 ist die Menge der geraden Zahlen. 

Die Restklasse von 1 modulo 2 ist die Menge der ungeraden Zahlen. 

Die Restklasse von 0 modulo m ist die Menge der Vielfachen von m. 

[image: image73.png]a+mZ={b|b=a+kmfirein ke Z}={b]|
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Die Restklasse von 1 modulo 3 ist die Menge:

2. Lineare Diophantische Gleichungen und Pythagoreische Zahlentripel

2.1.Lineare Diophantische Gleichungen

Die lineare diophantische Gleichung geht auf den griechischen Mathematiker Diophantos von Alexandria zurück, der um das Jahr 250 lebte.

Es handelt sich hierbei um eine Gleichung der Form a1x1 + a2x2 + a3x3 + ... + a1 + xn + c = 0 mit ganzzahligen Koeffizienten ai, bei der man sich nur für ganzzahlige Lösungen interessiert.
Die diophantische Gleichung hat gewisse Parallelen mit linearen Kongruenzen, da, das Auflösen einer Kongruenz a*x≡b (mod n) uns vor das gleiche Problem stellt wie die diophantische Gleichung ax-by= c; und zwar aus dem folgenden Grund:

Eine Definition einer allgemeinen Kongruenz a, b ist, dass der Modul n die Differenz a,b teilt:

n|(ax- b) (In anderen Worten, dass es eine Zahl y geben muss, welche die folgende Gleichung erfüllt: ax-b=y*n
Was das selbe Problem der diophantischen Gleichung ax-ny=b darstellt.

15≡9 (mod 2) ( weil 2|(15-9)=6
3x≡9 (mod 2) (wenn lösbar, dann 2|(3x-9) ( es gibt ein y, dass 3x-9= 2y erfüllt.
( diophantische Gleichung: 3x-2y=9

Eine Lösung wäre x=5, y=3

Auflösen der Gleichung mit 2 Variablen

Die vorgegebene diophantische Gleichung

[image: image39.png]ar+by=c
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mit ganzen Zahlen a,b,c besitzt genau dann eine ganzzahlige Lösung in x und y, wenn der ggT(a,b) die Zahl c teilt. Dies wird im Folgenden angenommen:

Wie bei jeder linearen Gleichung ist die Differenz zweier Lösungen eine Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung:

[image: image40.png]ar + by





Bestimmt man also eine Lösung der ursprünglichen, inhomogenen Gleichung (*) (man spricht dann von einer "Partikularlösung"), so erhält man durch Addition von Lösungen der homogenen Gleichung sämtliche anderen Lösungen der inhomogenen Gleichung (*).

Homogene Gleichung

Zuerst wird die homogene Gleichung ax+by=0 gelöst:

Geht man von a=g*a’ und b=g*b’, mit g=ggT(a,b) aus, so ergibt sich durch einsetzen:

(g*a’)x+(g*b’)y=0

g*a’*x= -g*b’*y

a’x = -b’y

Da a und b durch ihren ggT geteilt wurden, müssen a’ und b’ teilerfremd sein.

(folglich gilt a|y und b|x.

Bsp.:a’=3, b’=5

3x=-5y (Nun lassen sich leicht mögliche Lösungen finden; z.B. x=10, y= -6

(Man sieht: 3|-6 und 5|10

Sämtliche Lösungen der homogenen Gleichung sind also durch

[image: image41.png]—ta

y=

r=tb,




für eine beliebige ganze Zahl t gegeben.

( Es gibt unendlich viele Lösungen x,y.

Partikularlösung

Mithilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus kann man Zahlen u,v bestimmen, so dass a*u+b*v=g ,wobei g=ggT(a,b).

Nun kann man eine Zahl s=c/g annehmen, woraus folgt dass

[image: image42.png]Iy = Su,
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eine Lösung der Gleichung darstellt.

Die Gesamtheit der Lösungen ergibt sich nun aus der Summe der Partikularlösung und der Lösung der homogenen Gleichung:

[image: image43.png]r=1x9+th, y=ys—ta




für beliebige ganze Zahlen t.
Berechnungsbeispiel:

Die Gleichung 6x+10y= 100 soll gelöst werden.

Zum Ermitteln der Partikularlösung, wird in den erweiterten euklidischen Algorithmus eingesetzt um den ggT(a,b) und u,v zu ermitteln:

	b
	a
	q
	v
	u

	10
	6
	1
	-1
	2

	6
	4
	1
	1
	-1

	4
	2
	2
	0
	1

	2
	0
	
	1
	0


ggT(a,b)= 2,v=-1, u=2

Nun wird s ermittelt: s=c/g=100/2=50

Durch Einsetzen ergibt sich:

x0=s*u=50*2=100

y0=s*v=50*(-1)= -50

Zur Probe wird in die Gleichung 6x+10y=100 eingesetzt: 6*100+10*(-50)=100

Nun kann die homogene Lösung ermittelt werden:

Es sind nun die Werte gegeben: a=6, b=10, g=2

Nach Division durch g, erhält man a’=3 und b’=5

x= t*b’= 5t

y= -t*a’= -3t

t€Z

Die Gesamtheit der Lösungen ergibt nun also:

x=x0+(t*b’)= 100+5t

y=y0-(t*a’)= -50 –3t

Beispielsweise gelten folgende Lösungen:

t=-5 ( x=75, y= -35

t=-10 ( x=50, y= -20

t=7 ( x=135, y=-71

Wie man sieht gibt es jedoch unendlich viele Lösungen für t.

2.2. Pythagoräische Zahlentripel

Als pythagoreisches Tripel bezeichnet man in der Zahlentheorie jede Gruppe von drei natürlichen Zahlen, die als Längen der Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks vorkommen kann. Sie wurden bereits von Diophant behandelt.

Wegen des pythagoreischen Lehrsatzes sind das genau die positiven Lösungen der diophantischen Gleichung

[image: image44.png](z,y,2 €Z)




Wenn x,y,z gekürzt sind, d.h., wenn sie keinen gemeinsamen Teiler haben, dann spricht man von einem primitiven pythagoreischen Tripel. Bei jedem primitiven Tripel ist z ungerade, und von den Zahlen x und y ist eine gerade und die andere ungerade.

Bsp.: (3,4,5)( das kleinste pyth. Tripel ist ein primitives Tripel


(5,12,13)( ebenso primitiv


(15,20,25) und (15,36,39)( sind nicht primitiv, da ggT(15,20,25)=5 und ggT(15,36,39)=3

Darstellungsformen von Pythagoräischen Zahlentrippeln

Setzt man nun in die Formeln [image: image45.png]



ein erhält man für beliebige u,v € Z, u>v ein pythagoräisches Tripel.

Bsp.: u=5, v=2

x=52-22=25-4=21

y=2*2*5=20

z=52+22=25+4=29

(212+202=292
Zu beachten: Nicht jedes pythagoräische Tripel kann so dargestellt werden.

Jedes primitive pythagoräische Tripel (x ,y, z) jedoch lässt sich genau auf solche Weise darstellen und zwar mittels:
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unter Berücksichtigung von: y sei die gerade Zahl, u und v teilerfremde Zahlen in N mit u>v und eine der beiden gerade die andere ungerade.

Bsp.: Das primitive Tripel 212+202=292 lässt sich auf diese Weise darstellen:

u=√(50/2)=5, v=√(8/2)=2
Man erhält also alle pythagoreischen Tripel (genau einmal), wenn man für u und v beliebige teilerfremde Zahlen mit u>v wählt, von denen eine gerade ist, das dadurch bestimmte (primitive) Tripel x,y,z berechnet, und mit einer beliebigen natürlichen Zahl n multipliziert: nx,ny,nz.

Bsp:

2,1 liefert das Tripel (3,4,5) 

3,1 liefert das Tripel (8,6,10), welches nicht primitiv ist, weil 3 und 1 beide ungerade sind 

3,2 liefert das Tripel (5,12,13) 

Multiplikation mit 7 liefert (35,84,91)

Satz von Fermat

Eine Verallgemeinerung der pythagoreischen Tripel erhält man, wenn man den Exponenten 2 durch eine natürliche Zahl n ersetzt. Man untersucht also die diophantische Gleichung
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und sucht nach Lösungen durch natürliche (oder ganze) Zahlen x,y,z unter Ausschluß der trivialen Lösungen, bei denen eine der drei Zahlen gleich Null ist.

Pierre de Fermat stellte um das Jahr 1637 die Behauptung auf, dass es keine derartigen Tripel gibt. Obwohl er keinen Beweis angab, wird diese Vermutung als großer Fermatscher Satz bezeichnet. Jahrhundertelang konnte kein Beweis gefunden werden. Die Suche danach führte aber zu vielen interessanten Ergebnissen, insbesondere in der Zahlentheorie. 1995 konnte der Mathematiker Andrew Wiles den Satz von Fermat schließlich beweisen.

3. Der Euklidische Algorithmus und der Erweiterte Euklidische Algorithmus

Unter dem Wort Algorithmus könnte man im täglichen Leben so etwas wie eine Anleitung verstehen. Ein Kochrezept oder eine Bedienungsanleitung wären etwa simple Algorithmen die uns im täglichen Leben begegnen. Etwas kompliziertere wären zum Beispiel ein Waschmaschinenprogramm oder ein Computer.

Ein Algorithmus ist ein bis ins letzte Detail entwickelter Plan einen Vorgang durchzuführen.

In der Mathematik war der Begriff Algorithmus sehr lange Zeit eine sehr schwammige Angelegenheit, da niemand das Wort Algorithmus bisher eindeutig definiert hatte.

Im 20 Jahrhundert gelang es der Mathematikergemeinde den Algorithmus mit folgenden allgemeinen Eigenschaften zu beheften:

1. Das Verfahren muss in einem endlichen Text eindeutig beschreibbar sein (Finitheit).

2. Jeder Schritt des Verfahrens muss auch tatsächlich ausführbar sein (Ausführbarkeit).

3. Das Verfahren darf zu jedem Zeitpunkt nur endlich viel Speicherplatz benötigen (Dynamische Finitheit, siehe Platzkomplexität).

4. Das Verfahren darf nur endlich viele Schritte benötigen (Terminierung).

5. Der Algorithmus muss bei denselben Voraussetzungen das gleiche Ergebnis liefern (Determiniertheit). 

6. Die nächste anzuwendende Regel im Verfahren ist zu jedem Zeitpunkt eindeutig definiert (Determinismus).

3.1. Der Euklidische Algorithmus

Der Euklidische Algorithmus geht auf den griechischen Mathematiker Euklid (um 300 v.Chr.) zurück der das Verfahren beim Suchen eines gemeinsamen Maßes zweier Strecken entdeckte.

Es handelt sich hierbei um einen Algorithmus, der dazu dient den ggT zweier Zahlen zu berechnen. Natürlich ist dies auch durch einfache Primfaktorzerlegung möglich, doch bietet der Euklidische Algorithmus einen schnelleren Weg.

Euklid war auf der Suche nach einem geeignetem Maß mit dem er sowohl eine Zahl a, als auch eine Zahl b messen konnte.

Dazu zog er einfach die kleinere der beiden, a, solange b ab, bis er auf eine noch kleinere Zahl c stieß. Nun wiederholte er dasselbe[image: image74.png]


, bis er auf eine Zahl stieß die, die vorherige genau halbierte.

(Diese Zahl ist ein Maß für beide ursprünglichen Zahlen, oder:

(Der größte gemeinsame Teiler!

Ist die Differenz von a und b sehr groß, sind unter Umständen sehr viele Subtraktionsschritte notwendig. Heutzutage wird in der Regel der Divisions-Algorithmus verwendet, bei dem die Schritte 2 und 3 dadurch ersetzt werden, dass man, an Stelle der Differenz von a und b, für r den Rest bei der Division von a durch b nimmt.

Moderner Euklidischer Algorithmus

Heutzutage ersetzt man die im klassischen Algorithmus auftretenden wiederholten Subtraktionen eines Wertes jeweils durch eine einzige Division mit Rest. Der moderne euklidische Algorithmus führt nun in jedem Schritt solch eine Division mit Rest aus. Er beginnt mit den beiden Zahlen a und b = r0 deren größter gemeinsamer Teiler bestimmt werden soll.
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In jedem weiteren Schritt wird mit dem Divisor und dem Rest des vorhergehenden Schritts eine erneute Division mit Rest durchgeführt. Und zwar solange bis eine Division aufgeht, das heißt der Rest Null ist.
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rn ist der größte gemeinsame Teiler:
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Da sich die Zahlen in jedem Schritt mindestens halbieren, ist das Verfahren auch bei großen Zahlen extrem schnell.

a= 1048, b= r0= 1025

1048= 1*1025+23

1025= 44*23+13

23=1*13+10

13=1*10+3

10=3*3+1

3=3*1+0

Der größte gemeinsame Teiler von a und b ist 1( die 2 Zahlen sind teilerfremd!

Der euklidische Algorithmus beruht auf folgenden Eigenschaften des größten gemeinsamen Teilers:
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b=1025, a=1048=1*1025+23

ggT(1048,1025)=ggT(1025,23)
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(0 ist durch jede Zahl teilbar!

3.2. Der Erweiterte Euklidische Algorithmus

Der erweiterte euklidische Algorithmus berechnet zusätzlich zum normalen euklidischen Algorithmus, nicht nur den ggT zweier Zahlen a, b sondern zusätzlich noch zwei ganze Zahlen s, t welche die folgende Gleichung erfüllen:
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Das Haupteinsatzgebiet des erweiterten euklidischen Algorithmus ist die Berechnung der inversen Elemente in primen Restklassengruppen.

Durchführung

Der erweiterte euklidische Algorithmus lässt sich am einfachsten mittels einer Tabelle durchführen. Die Vorgehensweise ist am einfachstem anhand eines Beispiels zu erkennen:

a=99, b=78

	a
	b
	q
	s
	t

	99
	78
	
	
	


Der Beginn erfolgt nach dem normalen euklidischen Algorithmus, so folgt nun eine Division mit Rest:
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Nach dem Beispiel: 99= 1*78+21

Nun wird q in die Tabelle eingeschrieben; in die nächste Zeile der Tabelle wird für a b und für b r eingesetzt.

	a
	b
	q
	s
	t

	99
	78
	1
	
	

	78
	21
	
	
	


Nach dem Euklidischen Algorithmus wird fortgefahren bis der ggT ersichtlich ist.

	a
	b
	q
	s
	t

	99
	78
	1
	
	

	78
	21
	3
	
	

	21
	15
	1
	
	

	15
	6
	2
	
	

	6
	3
	2
	
	

	3
	0
	
	
	


ggT(99,78)=3

Nun beginnt die Berechnung der Zahlen s und t. Dazu tragen wir in der letzten Zeile s= 1 und t= 0 ein.

	a
	b
	q
	s
	t

	99
	78
	1
	
	

	78
	21
	3
	
	

	21
	15
	1
	
	

	15
	6
	2
	
	

	6
	3
	2
	
	

	3
	0
	
	1
	0


Nun arbeitet man sich von unten nach oben vor. Für das s nimmt man das t der darunter liegenden Zeile. Das t berechnet sich aus dem q der jeweiligen Zeile und dem s und t der darunter liegenden Zeile.
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Im Beispiel ist s=0 und t=1-2*0=1

Dies führt man bis ans Ende der Tabelle fort und erhält:

	a
	b
	q
	s
	t

	99
	78
	1
	-11
	14

	78
	21
	3
	3
	-11

	21
	15
	1
	-2
	3

	15
	6
	2
	1
	-2

	6
	3
	2
	0
	1

	3
	0
	
	1
	0


Für die Zahlen 99 und 78 ergibt sich also: ggT=3, s=-11, t=14

( 3= (-11)*99+14*78=3

4. Der kleine Fermatsche Satz und der Fermatsche Primzahlentest

4.1. Der kleine Fermatsche Satz

Der kleine Fermatsche Satz, auch „der kleine Fermat“ genannt, ist ein Lehrsatz der Zahlentheorie, die einen Teilbereich der Mathematik darstellt. Dieser Satz macht eine Aussage über die Eigenschaften von Primzahlen und wurde im 17. Jahrhundert von dem französischen Mathematiker Pierre de Fermat aufgestellt. Der Satz ist nach diesem Mathematiker benannt und beschreibt die allgemein gültige Kongruenz: 
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wobei a eine ganze Zahl und p eine Primzahl sei.

Als Beispiel für diesen Fall kann man a =10 und p=3 annehmen. Das hieße dann:
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(mod 3) ( 1000/3=333 R1 und 10/3=3 R1. Beide Lösungen gehören der Restklasse 1 an.

Falls nun a kein Vielfaches von p ist, kann das Resultat in die Form ap-1≡1 (mod p) gebracht werden.
Bei unserem Beispiel würde das nun bedeuten, dass 103-1≡1 (mod 3).

( 100/3= 33 R1 und 1/3=0 R1. Wieder gehören beide Ergebnisse der Restklasse 1 an und sind daher kongurent.

Gegenbeispiel: a=21, p=7

( 93-1≡1 (mod 3)
81≡1 (mod 3) ( falsche Aussage, da 81/3=27 R0 un1/3=0 R1
Beweis zum kleinen Fermat

Hier noch einmal unser Satz: ap≡a (mod p)
Dieser kann nun an Hand des Satzes von Euler – Fermat bewiesen werden:

Es gilt zu beweisen: ap≡a (mod p) ( bei Division durch a ergibt sich: ap-1≡1 (mod p)

(für Primzahlen p gilt φ(p)=p-1( aφ(p)≡1 (mod p)

( Dies ergibt den Euler-Fermat Satz: aφ(n) ≡ 1 (mod n)

Da dieser bewiesen ist (siehe Beweis zum Euler-Fermat), ist auch der kleine Fermat somit bewiesen.

Seine Anwendung findet der kleine fermatsche Satz beim so genanten Primzahlentest:

4.2. Fermatscher Primzahlentest

Der fermatsche Primzahltest ist eine effiziente Methode mit Hilfe des kleinen Fermat sehr große Zahlen darauf zu überprüfen ob sie prim oder zusammengesetzt sind.

Dabei wird folgendermaßen vorgegangen: Es sein a und n teilerfremde Zahlen mit den Eigenschaften: n ist eine ungerade Zahl >3 und a erfüllt die Bedingung: 1 < a < n − 1.

Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, kann in die Formel eingesetzt werden:

b = an-1 mod n. ( wobei b dem Rest der Division an-1 /n entspricht, nicht aber dem Ergebnis.

Dabei gibt es zwei mögliche Ergebnisse:

1. b≠1 ( n ist keine Primzahl.

2. b=1 ( n ist Primzahlenkandidat im Test mit der Basis a.

Dies ist der Fall wegen dem kleinen Satz von Fermat, der besagt:
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( das entspricht an-1 ≡ 1 mod n

ad 1: Auf Grund dieses bewiesenen Sachverhaltes, besagt der fermatsche Primzahlentest bei b≠1, dass n nicht prim sein kann, da dies dem kleinen Fermat wiederspräche.
Bsp.: zu überprüfen: n=9, Basis a=2


b=29-1 mod 9


b=256 mod 9


b=4 ( da 256/9= 28 R4 und 256/1=0 R1( Wiederspruch zum kleinen Fermat
ad 2: zu überprüfen: n=7, Basis a=2


b= 27-1 mod 7


b=64 mod 7


b=1 ( da 64/7= 9 R1 ( 7 laut Test zu hoher Wahrscheinlichkeit prim

Zu beachten: Der kleine Fermat trifft auf alle Primzahlen zu, es ist jedoch nicht gesagt, dass er nicht auch auf zusammengesetzte Zahlen zutreffen kann. ( Daher kann der Primzahlentest keine 100% zutreffende Aussage liefern.

Bsp.: zu überprüfen n=341, Basis a=2


b=2341-1 mod 341


b=2340 mod 341


b=1 ( befriedigt den kleinen Fermat, ist jedoch zusammen gesetzt (341=11*31).

341 ist bezüglich der Basis 2 die erste Psuedoprimzahl; dies trifft nur auf sehr wenige Zahlen zu; vor allem bei sehr hohem n, ist dies praktisch auszuschließen.

Der fermatsche Primzahlentest ist damit die einfachste und schnellste Methode Zahlen mit über 100 stellen zu überprüfen.

( Für einen 100% Beweis muss jedoch auf andere Verfahren zurückgegriffen werden, was in der Praxis jedoch (fast) nie erforderlich ist.

In der Praxis ist es ausreichend als Basis a=2 zu verwenden, da man mit anderen erlaubten Zahlen auf (fast) identische Ergebnisse kommt.

Auf je mehr Basen man überprüft desto höher fällt die erste Pseudoprimzahl aus.

Bei Verwendung der Basen 2, 3, 5, 7, 11 und 13 liegt sie bei 162401.

Leider macht jede weitere Basis ein Programm langsamer. Wenn man konsequent auf alle Basen testet, bekommt man zwar ein Programm, das zu 100% sichere Primzahlen zurückliefert, aber viel langsamer als ein Programm ist, das eine Zahl konsequent auf alle möglichen Teiler testet.

5. Der Satz von Euler-Fermat und seine Anwendung beim RSA Algorithmus

5.1.Der Satz von Euler-Fermat

Der Satz von Euler, auch als "Satz von Euler-Fermat" bekannt nach Leonhard Euler und Pierre de Fermat, stellt eine Verallgemeinerung des kleinen Fermatschen Satzes auf nichtprime, beliebige Moduln [image: image62.png]


dar. Er lautet:
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unter der Bedingung ggT(a,n) = 1, wobei φ(n) die Eulersche φ-Funktion bezeichnet. Da für prime Moduln p gilt: φ(p) = p-1, geht für diese der Satz von Euler in den kleinen Satz von Fermat über.

Ein Beispiel für den Satz von Euler – Fermat wäre:

a=3, n=4

3φ(4)≡1 mod 4

32≡1 mod 4

9≡1 mod 4 ( wahre Aussage.

Beweis des Satzes von Euler – Fermat

Der Satz von Euler besagt: aφ(n)≡1 mod n und gilt für alle a,n mit ggT(a,n)=1.

Der Beweis beginnt mit der Folgerung: φ(n)= r1, r2, r3, r4,..., rφ(n)
wobei r1-rφ(n) alle teilerfremden Zahlen von n darstellen und damit die Lösung der φ-Funktion von n bilden.
( Es gilt: Die Summe und das Produkt zweier zu n teilerfremden Zahlen ergeben eine dritte zu n teilerfremde Zahl:

a*r1, a*r2, a*r3, a*r4,..., a*rφ(n) sind teilerfremd zu n.
Des Weiteren: r1, r2, r3, r4,..., rφ(n) wird ab nun als ri dargestellt.
Für i gilt: 1<i<φ(n)

Rechnet man nun diese ri*a der Reihe nach aus und rechnet dann die Ergebnisse mod n, kommt als Endergebnis wieder eines der ri heraus:

( Zu 1<i< φ(n) gibt es ein j(1<j< φ (n)) mit a*ri = rj (mod n)

Des weiteren kann man zusammenfassen: a*r1, a*r2, a*r3, a*r4,..., a*rφ(n)=aφ(n)*r1*r2,...,*rφ(n)
Wie oben erwähnt gilt: ri*a = rj (mod n)
( aφ(n)*r1*r2,...,*rφ(n)= r1, r2, r3, r4,..., rφ(n)mod n

Auf jedes a*ri auf der linken Seite, entfällt nun ein rj auf der rechten, die man mit mod n erhält. Wichtig: jedes rj mod n ergibt wieder ein ri;

Was uns zum letzten Schritt des Beweises führt:

Wegen mod n auf der rechten Seite, kann man die Gleichung nun durch r1, r2, r3, r4,..., rφ(n) dividieren und erhält:

aφ(n)= 1 mod n

q.e.d.

Anwendungen

Der Satz von Euler dient der Reduktion großer Exponenten modulo n. Praktische Anwendung findet er in dieser Eigenschaft in der computergestützten Kryptographie, beispielsweise im RSA-Verschlüsselungsverfahren.

5.2. Anwendung des Euler-Fermat beim RSA-Algorithmus

RSA ist ein Asymmetrisches Kryptoverfahren, das zur Verschlüsselung verwendet werden kann. Es wird ein Schlüsselpaar verwendet, bestehend aus einem privaten Schlüssel, der zum Entschlüsseln von Daten verwendet wird, und einem öffentlichen Schlüssel, mit dem man Verschlüsselungen prüft. 

Im vergleich zu einem symmetrischen Verfahren entfällt der riskante Austausch eines geheimen Schlüssels.

Der private Schlüssel wird geheim gehalten und kann nicht oder nur mit extrem hohen Aufwand aus dem öffentlichen Schlüssel berechnet werden. RSA ist nach seinen Erfindern Ronald L. Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman benannt.

Algorithmus

1. Wählen von zwei von einander unabhängigen Primzahlen p,q; wobei p≠q.


 Daraus ergibt sich das Produkt N=p*q

2. Berechnen von φ(N)=(p-1)*(q-1)
3. Wählen eine Zahl e, für die gilt: 1<e< φ(N), die teilerfremd zu φ(N) ist.
4. Berechne eine Zahl d so, dass gilt: e*d≡1 mod φ(N)
Bsp.:

1. p=11, q=13 (N=pq=143

2. φ(N)= (11-1)*(13-1)=120

3. e=23, da ggT(23,120)=1

1.  Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus kann nun d, das inverse Element zu e berechnet 

    werden: Es gilt:
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	φ(N)
	e
	q
	k
	d

	120
	23
	5
	-9
	47

	23
	5
	4
	2
	-9

	5
	3
	1
	-1
	2

	3
	2
	1
	1
	-1

	2
	1
	2
	0
	1

	1
	0
	
	1
	0


Daraus ergibt sich: 23*47-9*120=1

Dies ist komplette Schlüssel, mit dem man sowohl ver- als auch entschlüsseln kann.

In der Praxis enthält diese Gleichung einen public- und einen private-key:

Der öffentliche Schlüssel (public key) besteht dann aus

N, dem Primzahlprodukt sowie 

e, dem öffentlichen Exponenten.

Der private Schlüssel (private key) besteht aus

d, dem privaten Exponenten sowie 

N, welches allerdings bereits durch den öffentlichen Schlüssel bekannt ist.

Verschlüsseln von Nachrichten

Beim verschlüsseln von Nachrichten wird nun ein Klartext K (unverschlüsselt und daher bekannt) angenommen. Gesucht ist der verschlüsselte Text C, der durch die Formel

Ke≡C mod N, wobei K, e, N bekannt sein müssen.

( es muss nur der public – key bekannt sein.

Bsp.: Verschlüsseln der Zahl K=7 unter Verwendung des oben ausgerechneten Schlüssels:

N=143, e=23

723≡C mod 143

C=2

Der Klartext 7 ist nun also zu dem verschlüsselten Text 2 geworden.

Entschlüsseln von Nachrichten

Beim entschlüsseln von Nachrichten wird nun der bekannte Geheimtext C, mit dem inversen Elementvon e potenziert (d) um den ursprünglichen Klartext K zu erhalten. Daraus folgt die Formel:

K≡Cd mod N, wobei C, d und N dem Empfänger bekannt sein müssen.

( er muss den private – key kennen.

Bsp.: Entschlüsseln von C=2 unter Verwendung des oben ausgerechneten Schlüssels.

N=143, d=47

247≡K mod 143

K=7 und wird damit wieder zum ursprüngliche Klartext K.

Wie zu erkennen ist, wird das Verschlüsseln und Entschlüsseln schon unter Verwendung von kleinen Primzahlen p und q ohne Rechner praktisch unmöglich. Das Rückschließen auf private – key d ist aus dem public – key bei höheren Primzahlen ein hoffnungsloses unterfangen, da selbst moderne Rechner Jahre dafür benötigen würden. Dies macht den 

RSA – Algorithmus zu einem der sichersten Verschlüsselungsverfahren der Welt.

Verwendung in der Praxis

Der RSA-Algorithmus fand den Höhepunkt seiner Anwendung im Kalten Krieg. Eine häufige Anwendung war, das kommunizieren zwischen U-Booten mit dem Flottenstützpunkt. Hierbei entsendete dieser den public-key (N,e) einer verschlüsselten Nachricht C an alle U-Boote, wobei davon auszugehen war, dass der Feind diesen abhörte.

Da der private-key (N, d) nur dem Flottenstützpunkt bekannt war, konnte der Feind damit so gut wie nichts anfangen; die eigenen Boote konnten jedoch ohne Probleme ihre Nachrichten verschlüsseln und zurücksenden.

Sicherheit von RSA

Bei der Kryptanalyse des RSA-Verfahrens unterscheidet man zwischen zwei Problemen:

1. RSA-Problem (RSAP): Gegeben sind der öffentliche Schlüssel (N,e) sowie der Geheimtext 

C. Gesucht wird der Klartext K wobei gilt:
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Das Problem liegt hier in der Schwierigkeit Wurzeln modulo N zu ziehen, was zur Bestimmung des Klartexts K notwendig ist.

Anhand des oben gegebenen Beispiels:

K23≡2 mod 143 ( kaum lösbar.

2. RSA-Schlüsselproblem (RSAP * ): Gegeben ist der öffentliche Schlüssel (N,e). Gesucht wird der geheime Schlüssel d wobei gilt:
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Das Problem liegt hier in der Schwierigkeit die Eulersche φ-Funktion von N ohne Kenntnis der Faktoren p und q zu berechnen

Anhand des oben gegebenen Beispiels:

23*d ≡ 1 (mod φ(143)) ( Bereits bei diesem kleinen N ist die Aufgabe ohne Rechner sehr schwer zu lösen; bei 100 stelligem N ist dies selbst für moderne Rechner in einem angemessenen Zeitraum quasi unmöglich.

6.Fermats letzter Satz und seine Historie

Der große fermatsche Satz wurde von Pierre de Fermat formuliert und besagt, dass die Gleichung an + bn = cn  für ganzzahlige a, b, c ungleich 0 und natürliche Zahlen n größer als 2 keine Lösung besitzt.

Dieser Satz hat seinen Ursprung und seine Bezeichnung daher, dass Pierre de Fermat im Jahr 1637 bei der Lektüre der ARITHMETICA von Diophantes neben den Satz des Pythagoras folgende Zeilen als Randbemerkung in seine Ausgabe dieses Buches:

Es ist unmöglich, einen Kubus in zwei Kuben zu zerlegen, oder ein Biquadrat in zwei Biquadrate, oder allgemein irgendeine Potenz größer als die zweite in Potenzen gleichen Grades. Ich habe hierfür einen wahrhaft wunderbaren Beweis gefunden, doch ist der Rand hier zu schmal, um ihn zu fassen"
Nach dem Tode Fermats drohte sein geistiges Erbe verloren zu gehen, da er ein recht unangenehmer Korrespondenzpartner für seine Mathematikerkollegen gewesen war und auch nie Kontakte zur Pariser Mathematikerschule gepflegt hatte. Sein ältester Sohn Clément-Samuel verbrachte fünf Jahre auf die Entzifferung der Notizen und veröffentlichte anschließend eine eigene Ausgabe der Arithmetica, in der auch achtundvierzig der Bemerkungen seines Vaters angeführt waren. Die zweite dieser Randnotizen wurde dann in weiterer Folge als Fermats letzter Satz bekannt. Die Notizen enthielten zwar eine Reihe von fundamentalen mathematischen Sätzen, aber Beweise dazu oder auch nur einfache Erklärungen, wie Fermat zu diesen Resultaten gekommen war, fehlten völlig. Es war nun den nachfolgenden Mathematikern überlassen, diese aufzustellen.

In diesem Kontext entwickelte sich speziell der große fermatsche Satz in den folgenden Jahrhunderten zu einem Albtraum für viele Mathematiker – niemand konnte ihn beweisen oder widerlegen. Weil aber gerade Fermat selbst die Ansicht vertreten hatte, dass er einen wunderbaren Beweis gefunden habe, versuchten sich Generationen von Mathematikern – und unter diesen auch die bedeutendsten ihrer Zeit – an der Findung des Beweises. Ebenso sollten sich auch die anderen Bemerkungen Fermats als schwierige, jahrelange Arbeit für seine Mathematikerkollegen erweisen. Die einzelnen Beweisführungen an sich hatten – sozusagen als Nebenprodukte – eine Vielzahl von fundamentalen Entdeckungen zur Folge.

Für spezielle Fälle des großen fermatschen Satzes konnten jedoch Beweise erbracht werden. 

Die ersten waren n = 3, n = 4 und Vielfache dieser Zahlen:

Leonhard Euler entdeckte in der fermatschen Version der Arithmetica einen gut versteckten Beweis für den Fall n=4. 1753 konnte er (mit Hilfe der imaginären Zahlen) die Behauptung auch für den Fall n=3 bestätigen. Auf dieser Grundlage gelang es, die fermatsche Vermutung auch für alle n, die ein Vielfaches von 3 oder 4 sind (also 6, 9, 12, ... und 8, 12, 16, ... ) zu erweitern. Euler gelang es aber nicht, seine Beweismethode auf noch weitere Einzelfälle auszudehnen.

Bald darauf wurde klar, dass es ausreicht, den fermatschen Satz für alle Primzahlen und die Zahl 4 zu beweisen – er lässt sich dann auf alle Vielfachen dieser Zahlen übertragen. Doch auch bei den Primzahlen hatte man es immer noch mit einer unendlichen Zahlenmenge zu tun und damit auch mit unendlich vielen zu beweisenden Fällen, jedoch konnte kein vollständiger Beweis erbracht werden.

Die Suche nach einem allgemeinen Beweis wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts durch das Testament des Darmstädter Mathematikers Paul Friedrich Wolfskehl auch materiell motiviert. Einer später erzählten Legende zufolge ist dessen Schicksal auf sehr seltsame Weise mit dem fermatschen Satz verbunden. Als seine Liebe zu einer Frau von dieser nicht erwidert wurde, fasste er den Beschluss sich selbst zu töten. Er setzte den Zeitpunkt seines Freitodes genau auf Mitternacht fest und wollte sich bis dorthin die Zeit vertreiben. Aus Zufall stolperte er über eine Arbeit über die fermatsche Behauptung und war von dieser derart gefesselt, dass er über ihr die Zeit vergaß. Wolfskehl überlebte aus diesem Grund diese Nacht, ließ von seinen Selbstmordgedanken ab und änderte aus Dank sein Testament. Als er dann 1906 tatsächlich starb, hatte er darin festgelegt, dass er 100.000 Goldmark für denjenigen aussetzte, der zuerst einen vollständigen Beweis in einer Fachzeitschrift veröffentlichen würde. Daraufhin wurde 1908 von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen der Wolfskehl-Preis ausgeschrieben. Der Einsendeschluss für dieses Unterfangen sollte der 23. September 2007 sein. Durch die Hyperinflation nach dem Ersten Weltkrieg wurde der Geldpreis aber stark entwertet.

1994 gelang es dem britischen Mathematiker Andrew Wiles zusammen mit seinem Schüler Richard Taylor, den großen fermatschen Satz zu beweisen.

Der eigentliche Beweis besteht aus zwei Teilen:

Sind a,b,c,n mit an + bn = cn ein Gegenbeispiel für den fermatschen Satz, so ist die elliptische Kurve:
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nicht modular. Dies wurde 1986 von G. Frey vermutet und 1990 von K. Ribet bewiesen.

Alle elliptischen Kurven sind modular. Diese so genannte Taniyama-Shimura-Vermutung (nach Taniyama und Shimura, manchmal auch nach A. Weil benannt) wurde für eine große Klasse von elliptischen Kurven, die die Frey-Kurve umfasst, 1994 von A. Wiles und R. Taylor bewiesen.

Im 98-seitigen Beweis (ohne Appendix und Literaturverzeichnis) (Lit.: Wiles, 1995) nutzt Wiles letztlich nahezu jedes Gebiet, das die heutige Zahlentheorie bietet. Aufgrund der langen Geschichte des Beweises und auch weil Wiles völlig neue Zusammenhänge in der Zahlentheorie und zwischen Teilgebieten der Mathematik erschloss, gilt seine Arbeit unter Mathematikern als eine der bedeutendsten des 20. Jahrhunderts.
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